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Resumo

Nesse trabalho investigamos a evolucao da composi¢ao genética de uma popu-
lacdo, com especial aten¢ao no processo denominado Catraca de Miiller, degra-
dacao da populagao devido ao acumulo de mutagoes deletérias em populacoes
finitas, e a genealogia dos seus individuos. Investigamos ainda o limite deter-
ministico do modelo, onde o tamanho da populacao ¢ infinito, e o processo da
catraca nao atua. O relevo replicativo, funcdo que mapeia a carga genética de
um individuo com a sua probabilidade de reproducao, utilizada nesse trabalho
¢ uma generalizacao do relevo proposto por Miiller para explicar o processo
da catraca. Adicionamos ao relevo um parametro de epistase que simula a in-
teracao entre os sitios das seqiiéncias dos individuos, e o ajuste desse parametro
determina trés tipos possiveis de epistase: sinergistica, onde as mutagoes ficam
cada vez mais deletérias com o numero de mutacoes ja existentes; atenuantes,
onde o efeito deletério de uma nova mutacao é atenuado; e multiplicativa, onde
as mutacoes causam danos indénticos e independentes, como no trabalho de

Miiller.



Abstract

In this work we have investigated the evolution of the genetic composition of a
population, with special attention in the process so called Miiller’s ratcher, de-
gragation of the population due to the accumulation of deleterious mutations
in finite populations, and the genealogy of its individuals. We still investi-
gate the deterministic limit of the model, where the population size is infinite,
and ratchet process does not act. The replication landscape, function that
maps the genetic charge of an individual with its probability of reproduction,
used in this work is a generalization of the landscape considered by Miiller to
explain the process of the ratchet. We add to the landscape a parameter of
epistasis that models interaction within the sites of the sequences of the indi-
viduals, and the tunning of this parameter determines three types of epistase:
sinergistic, where the mutations become more deleterious with the number of
mutations already present; diminishing, where the deleterious effect of a new
mutation is attenuated; and multiplicative, where the mutations cause indentic

and independent damage, as in the Miiller’s work.
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Capitulo 1

Introducao

No processo evolutivo de organismos replicadores assexuados a geracao de diversidade é
obtida através de mutagoes [5, 6]. Estas podem se dar, por exemplo, através de subs-
tituicao, insercao ou retirada de um nucleotideo em seqiiéncias de DNA ou RNA que
constituem o genoma. Cada gendétipo possui um certo nimero de genétipos que diferem
por l-mutagao, ou seja, aqueles que sao acessiveis através da mutacao de um nucleotideo
no gendtipo inicial. Assim, pode-se definir um espaco de genétipos, onde cada um deles
é representado por um ponto nesse espaco e tém como vizinhos mais préximos os pon-
tos representando os vizinhos por 1-mutagdo. A cada gendtipo estdo associados certos
atributos que compoem o fenétipo, e a cada fendtipo estd associada uma adaptacao. A
distribuicao dessas adaptagoes no espacgo de genétipos é chamada de relevo de adaptagao
ou simplesmente func¢ao adaptacao. Esses conceitos bésicos sao devidos a Sewall Wright
[7, 8] que trouxe também valiosas contribui¢es a genética de populagdes, como o classico
modelo de Wright-Fischer [9].

Cada genétipo possui um grande numero de vizinhos que podem ter valores
maiores ou menores de adaptacao. A evolucao adaptativa em sua forma mais simples pode
ser vista como um passeio direcionado no espaco de genétipos via vizinhos mais adaptados
até que um maximo local ou global seja alcangado. Portanto, algumas propriedades da

funcao adaptacao tais como o nimero de maximos locais e globais, e a distancia média

11



1. Introducao 12

entre esses maximos podem ter conseqiiéncias importantes sobre a evolugao dos organis-
mos.

A fim de verificar essas idéias, Kauffman [5, 6, 10, 11, 12, 13] introduziu uma
familia de funcoes adaptacao denominada de modelo NK. Neste modelo, N representa o
nimero de partes de um sistema como, por exemplo, o niimero de genes que constituem um
genotipo. Cada uma dessas partes dd uma contribuicao a fun¢ao adaptacao, que depende
dela e de outras K partes do sistema. Essas dependéncias sao chamadas de interagoes
epistdticas. Portanto, K descreve o grau de interligacdo do sistema. A medida em que
esses parametros sao alterados, o modelo gera tanto funcées com apenas um maximo,
como funcdes com varios maximos descorrelacionados. Em particular, no caso limite em
que K ¢ igual a zero nao ha interagoes epistaticas e a fungao adaptacao possui apenas um
gendtipo como maximo global. O relevo de adaptagao é entao altamente correlacionado,
isto é, os pontos que sao vizinhos neste espago possuem valores de adaptacao muito
préoximos. Ja no limite em que K é igual a N — 1, cada gene interage epistaticamente
com todos os outros. Neste caso, a alteracdo de um 1nico gene afeta cada um dos outros
N — 1 genes. Portanto, os valores de adaptacao de vizinhos préximos sao totalmente
descorrelacionados. Assim, a medida que K cresce de 0 até N — 1 a rugosidade do relevo
de adaptacao também cresce. Uma caracteristica interessante desse modelo é que quando
N cresce, a adaptacao dos 6timos locais tende ao valor médio de adaptacao do sistema,
fenomeno este denominado de catastrofe da complexidade.

Certos aspectos do modelo NK, como o enorme numero de étimos locais, nos
lembram dos modelos de vidros de spin da Fisica Estatistica de sistemas desordenados.
Vidros de spin sao materiais magnéticos em que a interagao entre os spins é algumas vezes
ferromagnética e outras antiferromagnética, dependendo da distancia entre eles. Esta
caracteristica gera o efeito de frustragao, originando muitos minimos locais separados por

altas barreiras de energia. Num vidro de spin de Ising com N spins ha 2V configuracdes



1. Introducao 13

diferentes, cada qual com N vizinhos por uma tnica inversao de spin. Dessa forma,
pode-se interpretar uma configuracao de spins como o genétipo de um organismo, onde
os sitios sao os genes e o estado do spin em cada sitio é o alelo associado aquele gene.
Uma interpretagdao alternativa, mais relevante para a biologia molecular, é considerar
a configuracao de Ising como uma seqiiéncia de nucleotideos que evolui de uma tnica
seqiiéncia ancestral e difere desta através de mutacoes em alguns sitios. Por exemplo,
s; = 1 indica que o nucleotideo na posicao 7 é igual ao do seu ancestral enquanto que
s; = —1 indica que ocorreu uma mutacao naquele sitio e, portanto, o nucleotideo naquela
posicao difere de seu correspondente no ancestral. Essa interpretacao devida a Kimura,
conhecida como modelo de infinitos sitios, é bastante popular em biologia molecular [14].

No contexto de vidros de spin, a introducao das interagoes epistaticas surge muito
mais naturalmente, conforme observado por Amitrano et al [15]. De fato, as interagoes de
multispins sao o andlogo das interacoes epistaticas em genética. O paradigma de sistema
desordenado com interagdes de multispins é o modelo proposto por Derrida [16, 17, 18],

cujo Hamiltoniano é

%p(S) = — Z Ji1i2...ip5i18i2 <SG, — thi, S; = :l:l, (11)
i

1<61<12<...<ip<N

onde os acoplamentos J; sao varidveis gaussianas aleatérias estatisticamente inde-

1i9.widp
pendentes com média nula e variancia p!/2NP~! e h é o campo magnético externo. Aqui,
o pardmetro p controla a rugosidade do relevo de energia ou de adaptacdo (note que a
funcao adaptacao deve ser definida como —%#,, de forma que os minimos de energia cor-
respondem aos maximos de adaptagdo): para p = 1 o relevo de H, possui apenas um
minimo; p = 2 e h = 0 corresponde ao cldssico modelo de Sherrington & Kirkpatrick (SK)

[19, 20]; e p — oo e h = 0 resulta no célebre modelo de energias aleatérias de Derrida

[16, 17, 18], onde ha um grande ntiimero (da ordem de 2V) de minimos descorrelacionados.
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Para p qualquer, pouco é conhecido sobre a estatistica do relevo de energia gerado pela
fungao (1.1). Um resultado que deve ser mencionado é que, para h = 0, a correlacao entre

valores de H, para configuracoes diferentes é dada por [15, 21]

(Hp(s")Hp(s")) = la(s®, "), (1.2)

onde

1
(5", s) = - 3 st (13)

b ¢ a média (...) é tomada sobre a distribuicao

é a sobreposicao entre dois estados s* e s
de probabilidade dos acoplamentos. Assim, as correlacdoes entre os niveis de energia se
anulam para p — oo.

Os primeiros trabalhos envolvendo o cdlculo do niimero de estados meta-estaveis
em vidros de spin foram realizados por Tanaka e Edwards [22], Bray e Moore [23, 24]
e De Dominics et al [25]. Eles realizaram o cédlculo do nimero médio de estados meta-
estdveis com densidade de energia e, denotado por (N (€)), para p = 2 ¢ h = 0. Mais
tarde, Dean [26] generalizou este cdlculo para campos magnéticos nao-nulos. Rieger [27]
realizou este célculo para p geral e h = 0, enquanto que Stadler e Krakhofer [28] realizaram
simulagées numéricas para esta mesma situagdo. A notagio (. ..) indica uma média sobre
os acoplamentos. Este procedimento é conhecido como aproximacao ‘annealed’. Como
N (€) cresce exponencialmente com N, devemos tomar a média de InN(e€), pois esta
quantidade é extensiva (isto é, cresce linearmente com N) e, conseqiientemente, auto-
mediante. Roberts [29] calculou (In N (e)) para p = 2 e campos magnéticos nao-nulos
utilizando o formalismo de réplicas simétricas.

Outra grandeza de interesse é o nimero de pares de estados com densidades de

b

energia ¢ e € e sobreposi¢do ¢, denotado por M(e®, q), que pode ser utilizada para
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calcular, por exemplo, a sobreposi¢do tipica entre minimos locais. Gross e Mezard [30]
calcularam (M (€%, q)) para p — oo, obtendo (M (e, q)) = (N (e2)){N (€®)) para ¢ < 1,
ou seja, os estados meta-estdveis sdo descorrelacionados, e (M(e%,q)) = (N (e* = €))
para ¢ = 1. Ainda, realizando um estudo sobre os estados meta-estdveis para p = 2 e
h = 0, Nemoto [31] e Vertechi e Virasoro [32] encontraram como resultado que o nimero
de barreiras de energia entre os estados meta-estaveis cresce com a distancia de Hamming,
dada por (1 — ¢)/2, entre esses estados.

No capitulo 2, vamos estudar as propriedades estatisticas dos estados meta-
estaveis de vidros de spin de Ising com interagoes de p-spins de alcance infinito na presenca
de um campo magnético externo h [1]. Além dos cdlculos de (N (€)) e (M(e,q)) vamos
investigar as corre¢des ao alcance infinito para o caso em que h = 0 [2]. Os resultados
obtidos mostram que a introducao do campo magnético leva a mudancas qualitativas na
estatistica dos minimos locais, como o aparecimento de descontinuidades nas grandezas
que caracterizam os minimos locais tipicos. Esses resultados motivam-nos a estudar a
termodinamica do modelo de multispins com maior profundidade.

A termodinamica do modelo de vidros de spin de Ising com interagoes de p-spins
foi investigada dentro do formalismo de réplicas. O modelo SK [19, 20] (p=2e h=0)e
o modelo das energias aleatérias [16, 17, 18] (p — oo e h = 0) sdo hoje bem entendidos.
Para p = 2 e h = 0 a fungdo paradmetro de ordem ¢(z), onde z = T/T,, tende a zero
continuamente quando a temperatura se aproxima do valor critico T.(p = 2) = 1, no
qual se d4 a transicdo entre as fases de alta temperatura (desordenada) e vidro de spin
[33, 34, 35, 36]. Para p — oo e h = 0 ha uma temperatura critica T,(p = oo) = 1/2v/1n2
na qual o sistema congela: ¢(x) é uma funcao degrau com valores 0 e 1 [16, 30]. A adigao
do campo magnético externo h nao modifica qualitativamente esses resultados. Para o
modelo SK, a temperatura critica decresce monotonicamente quando A cresce, enquanto

que a transicao permanece continua. Para o modelo de energias aleatorias a temperatura
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critica cresce quando h cresce, e a descontinuidade na fungio degrau g(z) decresce com o
aumento de h, desaparecendo no limite ~ — oo [16, 30]. O caso p > 2 é mais complicado e
a termodinamica para o modelo de p-spin foi investigada apenas para h = 0 [37, 38]. Neste
caso hd uma transi¢io da fase desordenada (paramagnética) para uma fase parcialmente
congelada (vidro de spin I) caracterizada por uma fungao degrau ¢(z) com valores 0 e
g1 < 1. Reduzindo a temperatura, uma segunda transicao ocorre, conduzindo a uma fase
descrita por uma func¢do parametro de ordem continua (vidro de spin II) [37, 38|.

No capitulo 3, vamos utilizar o método de réplicas para estender estudos anteriores
da termodinamica do modelo de vidros de spin de Ising com interagoes de p-spins para
tratar o caso em que o campo magnético h é ndao nulo. Vamos nos concentrar nos efeitos
de h sobre a transicao entre os regimes de simetria de réplicas e do primeiro passo de
quebra de simetria de réplicas. Em particular, mostraremos que, para p > 2, a transicao
descontinua relatada em trabalhos anteriores torna-se continua para A maior que um certo
valor critico h;. Determinaremos, também, a localizagao da linha de transicao continua,
assim como o ponto tricritico onde essa transi¢ao torna-se descontinua.

Embora tenha sido apresentada uma motivagao biolégica para os estudos de-
senvolvidos nos capitulos 2 e 3, os resultados obtidos sao de interesse apenas dentro do
contexto da mecanica estatistica de sistemas desordenados.

Na segunda parte desta tese, vamos continuar a utilizar interacoes de multispins,
mas, agora, para estudar um modelo de co-evolugao de espécies. Em um sistema ecolégico
onde algumas espécies evoluem, as interagoes podem ocorrer por diferentes formas: com-
peticao, simbiose ou parasitismo. Alguns argumentos em favor da biodiversidade supoem
a existéncia de relacoes complexas entre espécies que aparentemente nao se relacionam
diretamente, de modo que a intensidade da interacao entre um certo par de espécies de-
penderia das concentragoes de outras espécies no ecossistema [39]. Devido a falta de

modelos matematicos, ainda nao esta claro se interacoes de ordem mais alta entre as
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espécies trazem alguma vantagem ao ecossistema.

O modelo que estudaremos no capitulo 4 é uma generalizacio do modelo de
replicadores introduzido por Diederich & Opper [40, 41], que considera apenas interagoes
entre pares de espécies. Este modelo pode ser expresso em termos do seguinte sistema de
equacoes diferenciais nao-lineares

89@ -

onde f; é o valor da adaptacdo (‘fitness’) da espécie i, x; é a concentracdo de individuos
da espécie i e f é a adaptagdo média da populagdo, f = >, z;f;. O vinculo >, z; = N
é responsavel pela competicdo entre as espécies. Neste modelo, as adaptacdes f; sdo
definidas por derivadas de um funcional adaptagao f(x1,zs,...,zxN), isto é, fi = 0f /0x;
que deve ser maximizado no equilibrio.

No modelo de replicadores de Diederich & Opper, o funcional adaptagao introduz
interagoes aleatérias entre cada par de espécies, sendo dado por

1
f =-H= —5 Z.’Eici]’x]’, (15)
ij

onde os parametros ¢;; (i # j) sdo varidveis aleatérias estatisticamente independentes
definidas por uma distribuicao de probabilidade Gaussiana de média nula e variancia
1/N. Por outro lado, as auto-interacdes ¢; ndo sdo aleatérias, sendo dadas por ¢; = u
para todo i. O parametro u tem o objetivo de limitar o crescimento e a supremacia de
uma unica espécie, atuando entao como uma pressao cooperativa.

No capitulo 4, vamos apresentar um estudo analitico do modelo de replicadores
com interagoes de p-espécies utilizando o formalismo de réplicas. Mostraremos que o efeito
das interagoes de alta ordem no estado estacionario é eliminar espécies raras do ecossistema,

e tornar o sistema mais cooperativo no sentido de reduzir o nimero de espécies extintas.
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Finalmente, no capitulo 5, vamos apresentar nossas conclusoes e discutir possiveis

extensoes dos problemas abordados nesta tese.



Capitulo 2

Estados Meta-estaveis

A compreensao de que muitas das propriedades peculiares observadas nos sistemas desor-
denados conhecidos como vidros de spin deve-se a existéncia de frustracao e, conseqiien-
temente, ao aparecimento de um nimero muito grande de estados meta-estaveis, motivou
o estudo analitico das propriedades estatisticas desses estados, tais como o nimero desses
estados, sua energia tipica(mais provavel) e a distdncia média entre eles. (No que segue,
dizemos que um estado é meta-estavel ou minimo local se a energia aumenta com a in-
versao de qualquer um dos spins). De fato, a andlise dos estados meta-estdveis de modelos
de vidros de spin passou a ser quase tao importante quanto o estudo termodinamico tradi-
cional. O objetivo deste capitulo é realizar essa andlise para o modelo de vidro de spin de
Ising com interacdes de p-spins na presenca de um campo magnético externo. Veremos
que a introducao desse campo leva a mudancas qualitativas na distribuicao dos estados
meta-estaveis. Na secao 2.1, estudamos como o nimero médio de minimos locais depende
da densidade de energia desses minimos. Na secao 2.2, vamos nos concentrar no nimero
de pares de minimos locais com uma dada sobreposicao. Nessas se¢oes o modelo estudado
apresenta interacoes de alcance infinito e o campo magnético é nao-nulo. Na se¢ao final,
investigamos as correcoes ao alcance infinito para o caso mais simples no qual nao ha

campo magnético presente.
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2.1 Meta-estabilidade em modelos com interacoes de
alcance infinito

Consideremos o Hamiltoniano de um vidro de spin de Ising com interaces de p-spins de

alcance infinito

Hp(s) = — Z Jiliz...ipsilsig . Sip — hz Siy (21)

1<41 <2< <ip<N

onde os acoplamentos J;,;,. ;, s30 variaveis aleatdrias estatisticamente independentes dis-

tribuidos de acordo com a distribuicao gaussiana

Np—1
7p!

(Ji1i2...ip)2Np71
p!

Plias) =[x |- 22)

e h é o campo magnético. A mudanca de energia causada pela inversido (‘flip’) do spin s;

é dada por 0H, = 2A,; onde

Ai et Z Jiiz...ipSiSiQ . Sip + hSi (23)

i2<...<ip

¢é denominado de estabilidade do sitio ou locus s;. Portanto, a condi¢ao para que uma dada
configuracao tenha estabilidade maior que x é que A; > k para todo 7. Em particular,
um estado é dito meta-estavel se A; > 0 para todo 7, ou seja, a inversao de qualquer um
dos N spins sempre leva a um estado de maior energia.

Seja a quantidade Y} definida como

Y, =

{1 : se eN=Hy(s) e A;j>k Vi (2.4)

0 : outro -caso.
O numero de estados com densidade de energia € e estabilidade x é dado por N (e, k) =
Tr,Y,, onde Tr, denota a soma sobre os 2V estados do sistema. O n-ésimo momento de

N (e, k) é dado por
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<Uv@Jor)::<I17va;> <IIJW¢56N Hy( ]IIQAA“—K;> (2.5)

a=1

onde O(z) =1sexz >0e 0sex <0. Estaremos interessados principalmente no primeiro

momento (n = 1)

(N(e,k)) = (Trsd[eN — Hy( H@ (2.6)

Para iniciar os calculos, vamos escrever prlmelramente a energia H, em funcao das esta-

bilidades A;:

ZAi:p Z Jil___ipsil...sip—i-hzsz':—P (HP(8)+hZSZ> +hzsi’

i1<...<ip

0 que resulta em

Hy(s) =~ Y[+ h(p - D] (2.8)

Voltando & equagdo (2.6) e utilizando a representagao integral da funcdo delta obtemos

> dé e *° dA;dA, L x
(N(e,k)) = /_oo o exp(iNee) 1:[ /_oo o O(A; — k) exp(iA;A;)
xTryexp [—ihz A;s; + 1;6 Z(AZ + h(p — 1)5i)]

<exp —1ZA Z Jiiy...inSiSiy - - - Si, > (2.9)

12<...<lip

Para efetuar a média sobre os acoplamentos utilizamos a distribuigdo gaussiana (2.2) e

no limite N — oo, encontramos

()=expd P z:[&fa”+A% (2.10)
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que, apos algumas manipulagoes, é reescrito como

(..} = exp —EZAf—p(Z;{” (Z&-) | (2.11)

Substituindo este resultado na expressao (2.9) obtemos

N(e, k) = / e exp(iNée)
oo 2T
X 1:[/_00 o O(A; — k) exp {1AiAZ- + ) — T}

-1 - 2
X exp _p(ZZlN ) (; Ai>
xT'ry exp {12 [M — Aih] s,} ) (2.12)

P p
O traco sobre os spins pode agora ser facilmente efetuado. Introduzindo a varidvel auxiliar

W= % Do A, para desacoplar os sitios obtemos

* dudj Np(p — )m?\ [ de
(N(e k) = /_oo 2:/;\?exp <iNﬂp—M)/_ iexp(i]\f%e)

* A A - A? .
x{ / 202 0 (A — k) exp (“— viAa - P2 iﬁA)
o 2m D 4
. . N
x [exp (M _ihA> + exp <_M —|—ihA>] } )
p p

(2.13)

Integrando em p e A e fazendo i€ = €, a equacao anterior resulta em

(N (e k) = C/_Z d,z/_: dé exp {N [—p(p’]i 5 +ée+1ogGH, (2.14)

onde C é uma constante da ordem de N/2 e
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¢ %ﬁ/:ﬂNXA—mwpcg)
X |:eXp (g(p— 1)h (ﬂ—A+h)2>

p p
oy (~E0ZDh_ oA o)) 2.15)

Como N é grande, a integral em (2.14) pode ser efetuada pelo método de ponto de sela:

=27
I(N) = NE® gt = i T eNF(to) 2.16
() /Ce VBN NF) ¢ (2.16)

onde t, é determinado pela equagdo F'(t5) = 0. O resultado final é

1
f = NIHUV'(G,"G))
M? N Me B €2
plp—1) p—-1 4p-1)

. M+ h— . M —h—
+In [egherfc <—%) + e~ erfe (—TK)] —In2, (2.17)

onde M = [i + €/2. Fazendo a mudanga de varidveis M = k + m escrevemos finalmente

+ €e

m? mé €2 . K2 2mk N K€

L e RS BTy S -

plp—1) »pp-1) p-1

+In [eéherfc (_mT—Fh) + e Perfc (_m\/—_h)} —In2. (2.18)
p p

De forma a obter os valores dos parametros de ponto de sela m e €, devemos resolver

as equagoes 0f /Om = 0 e 0f/0é = 0 simultaneamente. Isso resulta no seguinte par de
equacoes transcendentais acopladas

K+ m €
- + €

p—1 2(p-1)
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o exp(éh)erfc [—%(m + h)} — exp(—¢h)erfc [—ﬁ(m B h)] =0 (2.19)
exp(éh)erfc [—\/Lﬁ(m + h)} +exp(—¢éh)erfc [—#(m B h)]
2(m + k) € VTP
<_ p(pjl) +P—1> 27’
exp [€h _ [—\/L,—,(m + h)r] + exp [—€h - [—%(m - h)] 2] _, (2.20)

exp(éh)erfc [—\/%(m + h)} + exp(—¢h)erfc [—ﬁ(m - h)]
Na pratica, vamos considerar ¢ como um parametro externo e € como uma variavel que
pode ser facilmente obtida através da equagao (2.19). Assim o problema reduz-se a solugao
da equacao (2.20) para m.

O comportamento de f como funcao de e parap =2,k =0e h=0,0.5,1.0e 1.5
¢ mostrado na figura 2.1. Observamos um decréscimo no nimero de minimos locais com
o aumento do campo externo, indicando que o relevo de energia torna-se menos rugoso.
O comportamento para p > 2 é similar ao anterior, com excecao de que 0s picos sao mais
altos e levemente mais largos, ou seja, com o aumento de p o relevo de energia torna-
se mais rugoso. Apresentamos, na figura, apenas as regioes de energia com f positivo,
pois pode-se mostrar facilmente que ndo existem minimos locais nas regioes em que f é

negativo, isto é, (N (e)) — 0. De fato, omitindo o argumento de N para simplificar a

notacgao, temos

N) = ZnProb(N =n)> ZProb(./\/' =n) =1— Prob(N = 0), (2.21)

ou seja,

Prob(N = 0) > 1 — (V). (2.22)
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0.20 -

0.15

0.10

0.05

0.00 : : : :
0.0 0.5 1.0 L5 2.0

Figura 2.1: O expoente f em (N (e)) ~ e/ como funcio de € parap =2, h =0, 0.5, 1.0 e 1.5
e k = 0. Apenas as regides em que f é positivo sao mostradas.

Dai, se (M) = e ¥/l — 0 temos Prob(N = 0) = 1 e portanto nio existem minimos locais
nas regides do espaco de parametros em que (N) < 1.

Maximizando f com respeito a €, encontramos que o seu valor maximo, f,,, €
obtido tomando-se ¢ = (0. A densidade de energia correspondente a este valor é denotada
por €,. A figura 2.2 mostra €, como funcao de h para valores de p entre 2 e 10. A
densidade de energia ¢, aumenta com p e diminui com o acréscimo em h. Podemos
observar uma descontinuidade em ¢, para p > 7. Isto se d4 devido ao aparecimento de
trés raizes na equacao (2.20) para valores intermediarios de h. Para valores pequenos e
grandes de h, esta equagdo possui apenas uma unica raiz (ver figura 2.3). Naturalmente,
no caso de haver mais de um ponto de sela escolhemos aquele que maximiza o expoente
f. Para p — oo e valores finitos de h, o valor de ¢, tende a zero, o que equivale ao valor
esperado da energia de um estado escolhido aleatoriamente, revelando assim o fenomeno

conhecido por catastrofe da complexidade [5]. Na figuras 2.4 e 2.5, apresentamos €, € fy,
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Figura 2.2: €, como fun¢do de h para p = 2 a 10 (de cima para baixo). A linha pontilhada é
€m = —h.

0,010
i5 4.2 3.5
0,005 |
5
BS 0,000
0,005
9,010 — '
0 1 2 4
m

Figura 2.3: 0f/0m como funcao de m para trés valores de h: 5, 4.2 e 3.5 (da esquerda para a
direita). Para valores intermedidrios de h, f/0m possui trés raizes.
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0.8

—€

0.3 | | | |

Figura 2.4: €, como funcao de x para p = 2 a 10 (da esquerda para a direita).

0.5

0.4 —

Figura 2.5: f,, como funcdo de x para p = 2 a 10 (da esquerda para a direita).
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como funcgoes de k para h = 0 e valores de p entre 2 e 10, respectivamente. Podemos
observar que com o aumento de k o valor de ¢, é diminuido, assim como o nimero de
estados com estabilidade maior que &, ou seja, o relevo de energia torna-se mais suave.
Na figura 2.6, temos f,,, em funcdo de h para valores de p entre 2 e 10 e kK = 0. Podemos
ver claramente, nesta figura, que quando o valor de p é aumentado, o niimero de minimos
locais também cresce, ou seja, o relevo de energia torna-se mais rugoso. Entretanto, este
nimero é reduzido com o aumento de h: para campos muito grandes temos apenas um

minimo (global) dado por s; = 1 para todo i.

0.6 _

0.4 |

0.2

0.0 |

Figura 2.6: f,, em funcao de h para p entre 2 e 10 (da esquerda para a direita) e kK = 0.

Uma estimativa (limite inferior) para a densidade de energia do estado fundamen-
tal €y é obtida calculando-se o menor valor de € para o qual f se anula. Para esclarecer
esse procedimento devemos notar que a grandeza média que possui significado fisico é

(In N (€)), pois é extensiva (ou seja, escala linearmente com N) e portanto auto-mediante
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no limite termodindmico. Por auto-mediante entendemos que a variancia de In N (e)
também escala com N de modo que a razao entre o desvio em relagdo a média (raiz
quadrada da variancia) e a média anula-se no limite N — oo. Dai, podemos escrever
L{InN(e)) = +InN(e) + O(N~'/2). Fica claro entdo que podemos definir a densidade

de energia do estado fundamental €.y como a densidade de energia tal que

| = —00 1 se e<eé€yg
mney={ 75 LN S 223

Utilizando a desigualdade de Jensen (ver prova na pg. 153 da ref. [42])

(InN(€)) < In(N(e)), (2.24)

concluimos que se para um dado valor de €, (N (€)) for menor que 1 entdo € < €. Logo,
se €y ¢ tal que (N (ey)) = 1, podemos afirmar que €y < €.

A variagao de ¢y com o campo magnético externo h para K = 0 e valores de
p =2, 3, 4e oo é mostrada na figura 2.7. A medida que p cresce o valor de ¢y diminui, ou
seja, surgem estados meta-estaveis com menor energia que aqueles verificados para valores
pequenos de p. Os valores de ¢y para p = 2 (¢p & —0.791) e p — 00 (¢ = —VIn2 =
—0.832) com campo nulo estdo de acordo com os obtidos por Bray e Moore [23] e Derrida
[16], respectivamente. Como mencionado anteriormente, para campos grandes temos
€0 ~ —h. Observamos também que, contrariamente a ¢,,, ¢ nao tende a zero quando
p cresce. Logo, a catdstrofe da complexidade s6 atinge minimos locais tipicos. Ainda,
notemos que a dependéncia de ¢y com h nao apresenta as descontinuidades observadas em
€m (ver figura 2.2).

Concluindo essa secao, devemos enfatizar que o elemento original da andlise apre-
sentada é a presenca do campo magnético h em modelos com interagoes de p-spins.

Mostramos que a inclusao de h nao leva, apenas, a diferencas quantitativas em relacao
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ao caso de campo nulo [43], mas, também, a diferencas qualitativas como o aparecimento
de descontinuidades na energia tipica dos estados meta-estaveis. Na secao seguinte, va-
mos aprofundar ainda mais esse estudo, considerando como a similaridade entre minimos

locais é afetada pelo campo externo.

00 1 1 1 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

h

Figura 2.7: ¢y em funcdo de h para p =2, 3, 4, oo (de baixo para cima) e k = 0.

2.2 Calculo do nimero médio de pares de minimos

Nesta se¢ao, vamos tentar caracterizar a distribuicao dos minimos locais no espaco de
configuracoes através do calculo do niimero médio de pares de minimos locais com uma
sobreposicao ¢ fixa. Notemos que ¢ estd diretamente relacionado com a distancia de
Hamming d entre as configuragdes: d = (1 — ¢)/2. Com essa abordagem poderemos, por
exemplo, calcular a distancia tipica entre pares de minimos locais.

O nimero de pares de minimos locais com sobreposicao ¢q e densidade de energia

€ é definido por
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1
M(e,q, k) = STraTraYaYes (Nq,zs}sZ?) , (2.25)

onde §(n,m) é a delta de Kronecker. Segundo a equacao (2.5), a média sobre M(e,q)

com k = 0 é dada por

(M(e,q)) = % <Tr31Trsz(5 (Nq, Z 5%5?) H §[Ne — H,(s)] H @(Af)> . (2.26)

Utilizando a representacao integral da funcao delta de Dirac e da delta de Kronecker

reescrevemos essa equa(;éo como

1 [Tdg o -
(M(e,q)) = 5/_ﬁgexp(1qu)H/oogexp(1N66)

X H Trsa / M@(Aa) exp(iA2A%)

2

—i(jZS,}S?—ihZA Z (A? 4+ h(p—1)s )]
<exp —1ZAG Z it iy 5§85y + - 55, > (2.27)

12<...<ip

Como na se¢ao anterior, para efetuar a média sobre os acoplamentos utilizamos a identi-

dade

ZAi Z Jiiy...ip SiSiy - - - Siyy = Z (” Am) Jiy.ipSiy - - - Siy (2.28)
k=1

i g < i 1< . <ip

obtendo

(...)=-exp —ﬁ;_l | Z [Z (Z Afk> g . .S?p] . (2.29)
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Apoés algumas manipulacoes algébricas, o argumento da exponencial é reescrito no limite

N — oo como

(2.30)

A fim de efetuar o trago sobre s¢ e as integracoes sobre A¢ devemos desacoplar as
varidveis s{ e A¢ com indices de sitios ¢ diferentes. Para isso, introduzimos os parametros
Nmy =Y, A}, Nmy = 33, A2, Nvy = 37, Alsls?, Nvy = 37, A2sts?, Nr =", AlA2s)s?

Z’L’L’ 1151

juntamente com seus multiplicadores de Lagrange, obtendo

™ dg ©ge
(M(gq,¢e)) = / gexp(quq)/_ 5 OXP (iNe'e")

-7 o

d
x/_w%exp(lNe )

o0 ~ _ 2
X/ dmydim, exp [imlml _ Np(p 1)m1:|

2T 4
 dmadiy Np(p — 1)m3
X / dmadime exp |imomy — P(p )
oo 2T 4

/°° drdr . . Nprgr7! /°° dv,dv, .
X exp |irf — ——— exp (iv10;)
oo 2T 2 oo 2m

/°° dvydvs [ Np(p — 1)1}1v2q”2]
X o exp 11)2’1)2 9

1 1 2 2
TraTro H/ / dAldAld AdA@(A)G(A?)

im Al it Alsls? N ie' Al
N N P

X exp [1A21A21 — iAlhs) —
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+i€2(p—1)hsl2 igs; s?
p N ]

ntegran m mq e mey zendo 1§ = ¢, 1€* = €%, m® = Nm®*, U7 = Ny, U9 = Ny
Integrando e e e fazendo i , 1€® “ m®* = Nm?, Ny, N

obtemos
(M(q,€)) =L / “e / diny dingdi, diydé' dé*dg
X exp {N [— i — s — 2010, +ée' + 2+ Gg+1n F] } (2.32)
plp—1) plp-1) »plp—1)¢? ’

onde L é uma constante da ordem de N3, e

F = TraTr, : / dA'dA'dA’dA%O (AY) © (A?)

—0o

2
21
X exp {6 (p

— o0
— 1)hst N E(p—1)hs® pgP T ALA2s! 52
p p 2

~ . . B cIAL Al
_gs's? +iAA — Alps! — i Al — o Alsls? + S Z’T
p
- - - B 2 A2 AQ
HIAZA? — A2hs? — iy A? — i, A2s1s? + S — Z’T}. (2.33)
p

Neste estdagio ja podemos efetuar as integrais através do método de ponto de sela, no

limite N — oco. O resultado final é

1
= —In(2
g N n< M(e)Q)>
1 2 20, i

= - - = +é'e + +dg+InF

plp—1) pp-1) pp-1)¢2
(2.34)

Finalmente, vamos efetuar explicitamente as integrais e o traco sobre s! e s? que aparecem

na expressao de F', obtendo
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_ (X4 v)? (X4 ) +€1(X1+Y1)\/z_7 E(Xy +Ya)\/p
! Ap-1  Ap-1) 2(p— 1) 2(p— 1)
(€1)? (é2)? (Xi —V)(Xe—Ys) (X1 —V)é'qyp

Ap—1) 4p-1) 2(p —1)gr~? 2(p—1)
(Xo — Ya)é2q\/p _deg

+ée +EE +qu+InF,
2(p—1) 2(p—1)

onde

I DT > (X2 +h+¢"'1)
F = §exp[eh+eh—w]/ _Dterfc{— V1= g2 D)

—X1-h
1 * Yo—h—q 't
+—exp [€1h —&Eh+ w] / Dt erfc —( 2 ¢ 1)
2 -Yi—h 1 — q2(p_1)

1 > Yo+ h— gt
+§exp[—€1h+€2h+w]/ Dterfc{—(2+ g )}

—Yi+h 1-— qQ(P_l)

1 Xy —h+g¢!
+—exp [—élh — &h— w} / Dt erfc —( 2—h+¢" 1)
2 —X1+h

7\/1— QQ(P_l)

com

€1(2) €2(1)qp—1:|

X1(2) = — |:m1(2) + 61(2) + 2 + 2

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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he (2.41)

VP
A seguir, vamos nos restringir a analise de pares de minimos idénticos, ou seja,
caracterizados pelos mesmos valores dos parametros de ponto de sela e com a mesma

energia. Isso simplifica enormemente as equacoes anteriores pois, neste caso, X; = Xy =

X, V1=Y,=Y e =€ =e¢ Logo, a equagao (2.35) reduz-se a

€€ 1 €2
= —4qu— ——— |[(X+Y) +PX - Y)’+ (1+¢")—
g p 2(p_1)( ) ( )"+ ( )4p
+ﬁ [(1+¢)X + (1—¢q)V]+InZ( X,Y,w) — In2, (2.42)
p_

onde

iw [ X+h+q
E = e “’/ Dt erfc | ——————
-X-h V1 —g%2
5 o0 X —h+gt
+e_€h_“’/ Dt erfc A ThteE
~X+h V1-—qgP2

0 Y +h— qp_lt_
—i—e“’/ Dt erfc | —————r—

~Y+h | V1—g?? ]

00 Y —h— gt
—i—e“’/ Dt erfc i S )

Y—h R e

(2.43)

O passo seguinte consiste em resolver as equacoes de ponto de sela dg/0é = 0,
0g/0X =0, 0g/0Y = 0 e 0g/0w = 0. Determinamos, assim, o conjunto de parametros
€, X, Y e w que maximiza g. Para ¢ = 1 encontramos Y =0 e ¢ = f, como esperado, ja
que os ‘pares’ sao de fato um tnico estado. Para¢g=0e h=0temos X =Y e w =0 de
forma que g = 2f.

Conhecido (M(q, €)), podemos calcular facilmente o segundo momento (N?(e))

a partir da identidade
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S Mg, ) = HV(O)

q

Q
<
[
:

(2.44)

uma vez que a soma é dominada pelo valor de ¢ = ¢, que maximiza o expoente g. Dali,
se ¢gm = 0 e h =0 temos que a varidncia de N (€) anula-se no limite termodinamico.

O comportamento de g como funcao de € para ¢ fixo é similar ao observado na
figura 2.1, assim como os comportamentos de €,,, € € g,, em fun¢do de h quando xk = 0.
Como no caso anterior, g,, € encontrado fazendo-se ¢ = 0. Quando a sobreposicao entre
os minimos e o campo magnético externo sao nulos, isto é ¢ = h = 0, encontramos
g = 2f. Este resultado é esperado desde que em um sistema com k estados possiveis
o nimero de pares de estados descorrelacionados é proporcional a k2. Por outro lado,
para ¢ = 1 os estados sao idénticos e, portanto, o nimero de pares é proporcional a
k. Conseqiientemente, o nimero de pares € igual ao nimero de estados, como pode ser
comprovado tomando ¢ = 1 na equagio (2.42).

Na figura 2.8, mostramos o comportamento de g,, com a variagao de ¢ para
p = 7 e alguns valores de h. Com a introducao do campo magnético, o valor de ¢ que
maximiza g,, muda. A correlacdo imposta com o aumento de h faz com que a maior
concentragao de minimos se desloque da regiao em que ¢ é préximo de zero para a regiao
em que ¢ aproxima-se de seu valor maximo g ~ 1, indicando que ao redor de um minimo
tipico existe uma regiao onde outros minimos sao raros. Na figura 2.9, apresentamos a
energia tipica de pares de minimos, €,,, como fun¢ao da sobreposicao q. Podemos observar
que quando o campo magnético é nulo, pares de minimos com diferentes sobreposicoes
possuem aproximadamente a mesma energia. Com a introdu¢ao do campo magnético, a
energia tipica dos pares de minimos diminui.

Vamos, agora, observar a dependéncia da sobreposi¢ao tipica entre dois minimos,
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Figura 2.8: Densidade de pares de minimos g,, como funcio de ¢ parap=Te h =0, 1, 2, 2.5,
3, 3.3, 3.6, 3.8, 4 e 4.2 (de cima para baixo).

Figura 2.9: €, como funcdo de gparap=T7Te h=0, 1, 2, 2.5, 3, 3.3, 3.6, 3.8, 4 e 4.2 (de baixo

para cima).
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gm, com o campo magnético h (ver figura 2.10) para valores de p entre 2 e 8. Para esse
estudo resolvemos a equagao dg/0q = 0 (isto é, g, é a sobreposi¢do que maximiza g)
juntamente com as outras equacoes de ponto de sela. A medida que 0 campo aumenta,
a sobreposicdo tipica muda de 0 para 1, pois para campos muito grandes, a correlagao
entre os minimos de energia é maxima. A descontinuidade que é observada para p > 7 é

causada pela competicao entre os dois maximos mostrados na figura 2.8.

1.0 -

/

0.8

0.6 -

0.4 -

0.2 -

0.0

Figura 2.10: ¢,, como fungao de h para p = 2 a p = 8 (da esquerda para a direita).

Nas figuras 2.11 e 2.12, mostramos a dependéncia da sobreposicao tipica entre
minimos idénticos com suas energias para p = 2 e p = 3, respectivamente, e alguns valores
do campo magnético. Parap =2 e h = 0, o valor de ¢,, decresce continuamente até atingir
o valor zero em € = —0.672 e permanece igual a zero para valores de € maiores, indicando
que neste intervalo N (€) é auto-mediante pois sua variancia é zero, conforme mencionado
anteriormente. Este resultado é idéntico ao obtido por Roberts [29] no cdlculo de (In NV (¢))

através do método de réplicas.
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=g

Figura 2.11: ¢, como fun¢do de € para p = 2 e h = 0, 0.5, 1, 1.5. Os pontos na figura
correspondem a g = 0. A regido entre os pontos corresponde a g maior que zero.

-e

Figura 2.12: ¢,, em funcao de e parap =3 e h =0, 0.27, 0.5, 1 e 1.5.
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Para p = 3 e h = 0, o valor de ¢, vai a zero de maneira descontinua em
e = —0.792. Vale lembrar que, nos calculos termodinamicos para p > 2 e h = 0, o
parametro de ordem exibe um degrau (salto), sinalizando uma transi¢do de fase entre
as fases paramagnética e vidro de spin [37, 38]. Podemos entender melhor esta descon-
tinuidade observando a dependéncia de g com ¢ na figura 2.13, onde temos p =3 e h =0
para alguns valores de e. A medida que € varia, surge uma competicao entre os maximos
em ¢ =0eqg>0. Assim, a descontinuidade se da no valor de € no qual os dois maximos

tém a mesma ordenada.

0.25

0.00 L | L | L 1 L | L |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.13: g como func¢io de ¢ parap =3, h =0e e = —0.73, -0.75, -0.77, -0.79 e -0.81 (de
cima para baixo).

Quando h > 0 as regioes nas quais ¢,, = 0 desaparecem devido as correlagoes
introduzidas pelo campo. Logo, a auto-mediancia de N (€) naquelas regides é destruida.
Para p = 3, o aumento do campo vai, aos poucos, suavizando a descontinuidade em g

até que, para h = 0.29, esta desaparece. Para p > 3, os resultados sao similares aos
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encontrados para p = 3, exceto pelo fato de que os valores de h e |e| para os quais a
descontinuidade desaparece sao maiores.

Nesta secao, estudamos a distribui¢ao dos minimos locais no espago de configu-
racoes através do cdlculo do nimero médio de pares de minimos locais com densidade
de energia € e sobreposi¢ao q. Mostramos que ¢,,, a sobreposicao tipica entre pares de
minimos, vai a zero de maneira descontinua em um dado valor de €, para p > 2 e pequenos
valores de h. Observamos que o tamanho desta descontinuidade aumenta com p e diminui
com acréscimo em h, desaparecendo quando o campo magnético atinge um valor critico

h = he.
2.3 Correcoes ao alcance infinito

Nesta se¢ao, vamos generalizar os cdlculos realizados por Tanaka e Edwards [22] para as
correcoes ao alcance infinito do modelo SK introduzindo interacoes de p-spins. O modelo
considerado é idéntico ao anterior exceto que cada spin pode interagir com z (nimero de
coordenacao) vizinhos. Naturalmente vamos trabalhar nos limites z > 1 mas N > z. O

Hamiltoniano é dado por

H(S) = Z Jiliz...ipsil Siz e Sip- (245)

(11<42<...<ip)

Os acoplamentos J;,;,..s, sdo varidveis aleatérias estatisticamente independentes com dis-

tribuicao Gaussiana

Zp_l P |:_ (Jiliz...ip)sz_l

P(J’iliz...’ip) = 7T—p' €Xx p'

] O(i1 < iz < ... < iy)], (2.46)

onde O[(i; < iz < ...<ip)] =1se (i1 <iy <...<1ip) é um padrdo de interacdo vélido
e 0 em caso contrario. Como nao é possivel considerar um padrao de interacao fixo,

consideramos todos os padroes de interacao possiveis com um nimero de coordenacao
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fixo, ou seja, somamos sobre todas as formas de escolher os (p — 1) spins entre os z
permitidos. O método que utilizaremos para abordar o problema de conectividade finita
é devido a Tanaka e Edwards [22] e no que segue usaremos a notacao daqueles autores.

O custo de energia necessario para inverter o spin s; é 0H = 2);, onde

= > JiigeiySiSiy - - Si, (2.47)

(12<...<ip)

é a estabilidade de s;. Portanto, qualquer estado que satisfaz a condicao

\>0 Vi (2.48)

é um minimo local do relevo de energia definido pelo Hamiltoniano (2.45). O niimero de

minimos locais pode ser escrito como

N = TrsH / d)\é N Y TigiySisis - s) (2.49)

(2 < n<ip)

onde o trago é a soma sobre todas as 2"V configuracdes de spin e §(z) é a fungao delta de
Dirac.

Utilizando a representacao integral da funcdo delta escrevemos

Q1 e

<T7‘sexp{ Z Z GiJiiy.. Zpszsm...sip}>. (2.50)

1 (1< ..<tp)
Vamos a seguir calcular o nimero médio de estados metaestdveis (N) no limite
de N e z grandes com N > z. Aqui, (...) representa a média sobre os acoplamentos em
todos os padroes de interacao possiveis com nimero de coordenacao z fixo. Utilizando-nos

da relagao
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Z ¢iJi,i2...ip8iSi2 e Sip = Z (¢Z1 + ¢i2 .+ (bzp) i1.. ZpSZI Ce Sip (251)

i<i2<...<ip> i1<...<ip

obtemos como nas secoes anteriores

(...>=2Nexp{—4§}1 3 (¢,~1+...+¢ip)2}, (2.52)

(11 <. <ip)

de modo que a equacdo (2.50) fica reescrita como

(N) = H/ d/\/

A expansao do termo quadratico no argumento da exponencial resulta em

|
{Noi - o 2 Gutdut+6,)} (259

(11 <...<ip)

P R R NN ER ) 9y

(11<...<1p)

= [1- - V-2 +0E)] > (2.54)

S b = (= 1)(=2) . (c—p+2) Y dig;

»
(i1 <...<ip) & (1<)

= o] Y o0 (2.55)

(i<J)

Neste estdgio ja podemos ver que a expansdo em 1/z s serd consistente se z > p°.

Substituindo (2.54) e (2.55) em (2.53) obtemos

- /_ Z H de;D(;) exp [ Z ¢z¢]] (2.56)

(1<4)

onde
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Do) = [1+ 220D o] [T DLememin (2an
pode ser vista como a medida de campo ¢;.

Vamos agora efetuar as integrais na expressao (2.56) tomando o cuidado de coletar
todos os termos de primeira ordem em (1/z). Podemos fazer isto através de um método

variacional introduzido por Tanaka e Edwards [22] na andlise de p = 2. A idéia é adicionar

um termo linear ao Hamiltoniano efetivo da eq. (2.56), que é reescrita como

W) =@ (exp | - 1’(1’27;1) (; dudy — ity Y 61) ) (2.58)
1<j i
onde a média (. ..); é definida por
ST [TL 6D () exp(itp' 2 3, 1) '
e
o) = [ d6D(o)explits0)
= erfo(—t) + ——(p— D)(p— 2" + O(="2). (2.60)
VA
Por exemplo,
o
ip'/* (e} = W(tt)) (2.61)
&
)= G (262)
para k = 1,...,N. Aqui, t é um parametro variacional que serda determinado de forma

que (N') seja maximizado.
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A média em (2.58) pode ser realizada através da expansido do cumulante. Em
particular, vamos supor que apenas o primeiro cumulante contenha termos de ordem
zero em (1/z) e esses termos determinam o valor de ¢ = t,, que maximiza (N). Isto serd
verificado posteriormente através do calculo de cumulantes de ordem mais alta. Avaliando

o primeiro cumulante, encontramos que t,, maximiza a expressao

ma(t) - L2602 20, (2.63)

sendo entao dado por

1 .
tm = 5 (0 — Dip"(x). (2.64)
A utilidade da aproximagcao variacional torna-se transparente apenas quando re-

escrevemos (2.58) trocando ¢ por t,, e rearranjando os termos, ou seja,

<N) = <eXp Nln(I)( Z ¢z¢] ¢k tm Z¢z >

2<]

= exp|[NIn®(t,)] <ex Z Gi(dj — 2(Bj)t.0) >

(1<)

Np(p —

= e [Nind(t) + )<¢k>§m] (exp(@)),, (2.65)

onde

(1]
I
|

P21 5™ (60— (00) (65— (60 (2:60)
(<)

Como (E);, = 0, torna-se ficil calcular os cumulantes de ordem mais alta na expansao

do cumulante

(exp(Z))+,, = exp (i l, g" tm,c> (2.67)
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Em particular, encontramos

(2 tmse =0, (2.68)
=)o = VOO (000,070, (2:69)
e = -V 6 (01,070 (270

Mais geralmente, pode-se mostrar facilmente que ("), .. é da ordem de z'~". Portanto,
para manter termos até a ordem de (1/z) precisamos considerar apenas o segundo cumu-
lante na equagdo (2.67). Além do mais, os termos de ordem zero em (1/z) s@o aqueles

fora do simbolo de média na equagéo (2.65). Portanto,

1 -1
T = mag,) + 2 g2
2 2
pip—1 -
P L (2, — (00077 + O2). (2.71)
Vamos agora separar as contribuicoes de ordem zero e de primeira ordem em

(1/z). Lembrando que t,, é determinado apenas pelo termo de ordem zero na expansao

em (1/z), a equagdo (2.64) reduz-se a

_pb— 1 exp(—tfn) (2_72)

" oerfe(—ty)

Substituindo este resultado em (2.60), (2.61) e (2.62), reescrevemos (2.71) como

[

1
lim %an) = =g+ +0(:7?) (2.73)

N—oo

com
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lp|] 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 10
ap | 0.1992 | 0.2956 | 0.3552 | 0.3965 | 0.4273 | 0.5001
oy | 0.0656 | 0.3393 [ 0.7789 | 1.3411 | 1.9985 | 5.2894

Tabela 2.1: Valores de oy e ay parap =2, 3, 4,5 6 e 10.

t2
= In|erfc(— -—= 2.74
oy = In[erfe(—t,,)] P (2.74)
e
2 p—2
= p’t m : 2.
o ptm[(p_1)2+ 27 (2.75)

Dai, resolvendo (2.72) numericamente, obtemos ag e «; para qualquer valor de
p. Alguns desses valores sao apresentados na tabela 2.1. Nosso resultado para p = 2
estd de acordo com o obtido por Tanaka e Edwards [22] e, para p > 2 com os resultados

numéricos obtidos por Stadler e Krakhofer [28]. Nas figuras 2.14 e 2.15 apresentamos g

0.8

0 20 40 60 80 100
p

Figura 2.14: oy como fungédo de p.
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2500
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Figura 2.15: a3 como fungao de p.

e a; como funcdo de p. Quando p — oo encontramos que t,, ~ /Inp e, conseqiientemente,

ap—In2ea; ~plnp. Como a;/z < 1, a expansiao em 1/z s6 é consistente se z > p*.
Concluindo, o nimero de estados meta-estaveis aumenta («a; > 0) quando con-

sideramos o efeito de uma conectividade finita e esse aumento torna-se mais pronunciado

a medida que p aumenta.



Capitulo 3

Termodinamica de vidros de spin
com interacoes de multispins

Motivados pelos resultados do capitulo anterior que apontam para um efeito nao trivial do
campo magnético na estatistica dos estados meta-estaveis, neste capitulo vamos estudar a
termodindmica do modelo de vidros de spin de Ising com interacdes de p-spins na presenca
de um campo magnético h. Surpreendentemente, esse problema foi investigado apenas
para p = 2 [44]. Os estudos do modelo de p-spins foram restritos apenas ao caso h = 0
[37, 38] j& que, como veremos, a adi¢do do campo dificulta consideravelmente a solugdo
das equagoes de ponto de sela.

Complementando a andlise anterior vamos inicialmente (se¢do 3.1) calcular a
densidade média de estados, ou seja, o nimero médio de estados com densidade de energia
€, sem entretanto impor o vinculo de que esses estados sejam meta-estaveis. O mesmo
tipo de andlise é realizado para o numero de pares de estados com densidade de energia
€ (segdo 3.2). A andlise termodinamica convencional, baseada no método das réplicas,
é realizada na secdo 3.3 com o calculo da entropia definida como a média do logaritmo
do nimero de estados com densidade de energia e. Esse estudo é restrito a dois tipos
de solugdes: a primeira com simetria de réplicas (SR) e a segunda com o primeiro passo
de quebra de simetria de réplicas (1 QSR). As regides no espago de parametros 7', h e p

onde essas solucoes sao estdveis determinam o diagrama de fases do modelo. Na secao

49



3.1 Niumero médio de estados 50

3.4, estudamos as linhas de transicao entre essas duas solucoes ou regimes.

3.1 Numero médio de estados

Consideremos o Hamiltoniano definido na equagao (2.1). Definindo a quantidade Y; como

|1 1 seeN = Hy(s)
Yo = { 0 : outro caso, (3.1)

o numero de estados com energia € é dado por N' = T'r,Y;, onde Tr, denota a soma sobre

os 2V estados do sistema. O n-ésimo momento do niimero de estados é definido por

(IN(&]") = <H TrsaYsa> = <H Tred[eN — Hp(sa)]>. (3.2)

a=1

Assim, temos como primeiro momento (n=1) simplesmente

(N(€)) = (T'rsd [eN — Hy(s)]) - (3.3)

Utilizando a representacao integral da funcao delta obtemos

o d"’
(N(e)) = Trs/ 2—6 exp (iN%e + ith si> <exp i€ Z JiripSiy - - - Siy > .
—o0 2T % 11<...<tp
(3.4)

Para efetuar a média sobre os acoplamentos utilizamos a distribui¢io gaussiana (2.2)

obtendo

Nplé?
<exp i€ Z Jiy.iySiy - - - Siy > = exp <— ZG ) . (3.5)

11 <. <lp

Substituindo este resultado na equagao (3.4), temos

o0

(N(€)) = /oo ;—f_exp <iN€e - NZ!EQ> Tryexp <i€thi> . (3.6)
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Efetuando o traco sobre os spins e fazendo i€ = €, a equagao anterior resulta em

V(€)= / e {N [ée + 1%62 +in (2(:osh(éh))] } | (37)

—ioco 27

Efetuando a integracdo de ponto de sela obtemos finalmente

N (e)y = e, (3.8)

onde

S )
f=ée+ -t In [2 cosh(éh)] . (3.9)

Para encontrarmos o parametro de ponto de sela €, resolvemos a equacao 0f/0¢é = 0. Isso

resulta na seguinte equacdo de ponto de sela

-
€+ % + htanh(¢h) = 0. (3.10)

O comportamento de f como funcao de ¢ para p = 2 e h = 0, 0.5 e 1.0 é
mostrado na figura 3.1. Podemos observar que, com a introducdo do campo magnético,
surgem estados com valores menores de energia. O comportamento para p > 2 é similar
ao caso anterior, com excecdo de que os valores de € para os quais f é nulo sdo menores.
Maximizando f com respeito a €, encontramos que seu valor maximo, denotado por f,,,
é obtido fazendo-se € = 0. Substituindo este valor de € na equacao (3.10) observamos que
ém (densidade de energia correspondente a f,,) é sempre igual a zero e que o valor de f,
¢ igual a In 2, independentemente dos valores assumidos para p e h.

Calculando o menor valor de € para o qual a funcao f se anula obtemos um limite
inferior para a densidade de energia do estado fundamental ¢,. A variacao de ¢y com o

campo magnético externo h para p = 2, 3 e 4 é exibida na figura 3.2. A medida em que
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0.8

Figura 3.1: O expoente f como funcao de € para p =2 e h =0, 0.5 e 1.0 (da esquerda para a
direita).

onN -

Figura 3.2: Limite inferior para a densidade de energia do estado fundamental, €y, como fungéo
de h para p =2, 3 e 4 (de baixo para cima).
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aumentamos o valor de p, o valor de ¢y diminui, ou seja, |¢y| aumenta. Em particular,

para h = 0 encontramos

€0 = —+/p!In2. (3.11)
3.2 Numero médio de pares de estados

O nidmero de pares de estados com sobreposi¢ao ¢ = —1, —1+2/N,..., 1 e com densidade

de energia € é definido por

1
M(e,q) = 5TraTraYu Yo (Nq,zs;sZ?) , (3.12)

onde d(n,m) é a fungdo delta de Kronecker e Y; é dado em (3.1). Segundo a equagio

(3.2), a média sobre M(e, q) é dada por

(M(e,q)) = % <T7"51T7“52(5 (Nq, Zs}sf) H(5 [Ne — Hp(sa)]> . (3.13)

Utilizando a representacao integral das fung¢oes delta de Dirac e delta de Kronecker rees-

Crevernos essa equagéo como

[e.e] ~a

1 (™ dgdgq e e
(M(e,q)) = 5/_7r o exp(quq)IZ[Trsa/ exp(iNe®e®)

—0o0

X exp (ié“hz sy — ichs?sf)
<exp Ze Z iig..iip Si Sy - - - S5 > . (3.14)

11<...<ip

2T

Efetuando a média sobre os acoplamentos obtemos
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_ 1 ["dgdg .
Miea) = 5 [ FlexpliNa

xHTrsa/ [1Ne“e“+1e“h28 —quS
Npl(e)? p'e

o 4 ZS

1 (™ dgdg Y S d?,l .1 Npl(eh)?

= = N il Nelg — 2P )
2/7r o exp(i qq)/oo 27reXp iNe € 1

) d~2 N | ~2\2
y / e (iNézgz _ ﬂ)
oo 2m 4

Nl P
XTraTrg exp (16 th +1€2hZS —1qu pe g )

(3.15)
Podemos agora efetuar o trago sobre s} e s? e obter
1 (™ dgd * deét
Miea) = 5 [ Elewpiveg [ Fepinee)
d~2 N!~12 ~2\2 N!"l""Zp
X/_wﬁeXp(‘Nﬁ 2) exp [_ pl(( )4+(€) ) p€26 q
x {2 [€' cos(€'h + &h) + e cos(é'h — &h)] }N . (3.16)
Fazendo ig = ¢, i€! = &' e i€? = €2, reescrevemos esta equacao como
im déd ico 321
(M(e,q)) = §/_;ﬁ ;ﬁleP(NQQ) /_iOOQ—ﬁexp(Nélﬁl)
oo g2 Np! (@12 y 4 26162(1”)
X / — exp(Né%e?) exp
oo 471 4
x {2 [e cosh(e'h + €°h) + e I cosh(¢'h — &h)] }N : (3.17)

Realizando as integracoes através do método de ponto de sela encontramos
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g = +Im2M(cq)

p! (élz + €22) p!€1€2qp
4 2
+1In [e% cosh (é'h + €°h) + e Y cosh (e'h — éh)| + In2. (3.18)

= e+ +qi+

A anélise a seguir serd restrita a pares de estados degenerados, ou seja, com a mesma

2

energia, ¢! = €2 = ¢. Assim, a equagao (3.18) reduz-se a

162

g=2é+qi+ %(1 +¢”) +In [e? cosh(2¢h) + € ] + In2. (3.19)

O passo seguinte consiste em resolver as equagdes de ponto de sela 9g/0¢ = 0e dg/0§ = 0,
determinando, assim, os valores dos parametros € e ¢ que maximizam g.

O comportamento de g como funcao de € é similar ao observado na figura 3.1 para
q fixo, assim como o comportamento de ¢y em funcao de h é similar ao observado na figura
3.2. Quando a sobreposicao entre os estados e o campo magnético externo sao nulos, isto
é, g = h = 0, encontramos g = 2f. Quando ¢ = 1 o nimero de pares com energia € ¢ igual
ao numero de estados com esta energia, como pode ser comprovado tomando-se ¢ = 1 na
equacao para g. Como na secao anterior, o valor maximo de g, denotado por g,,, é obtido
quando € = 0 e é independente de p e de h.

Nas figuras 3.3 e 3.4, mostramos a dependéncia da sobreposicao tipica entre
estados degenerados com suas energias para p = 2 e 3, respectivamente, e alguns valores
do campo magnético. Para p = 2 e h = 0 o valor de ¢,, decresce continuamente até atingir
o valor zero em ¢ = —0.7, permanecendo nulo para valores maiores de . Para h > 0 o
valor de ¢, vai a zero de maneira descontinua. Podemos entender esta descontinuidade
observando a dependéncia de g com ¢ na figura 3.5, para p = 2, h = 1.5 e alguns valores

de e. Com a diminuico de € (ou seja, com o aumento de |e|) temos situagoes distintas para
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Figura 3.3: gy, como funcao de e parap =2e h =0, 0.5, 1.0 e 1.5 (da esquerda para a direita).

0.8 |-

>

04

0.0 1 | 1 l | | 1 | 1 |

Figura 3.4: g, como fun¢io de e parap =3 e h =0, 0.5, 1.0 e 1.5 (da esquerda para a direita).
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Figura 3.5: g como fungao de ¢ parap =2, h = 1.5 e |¢| =0, 1.5, 2.0, 2.5, 2.84 e 3.0 (de cima
para baixo).

os maximos de ¢. Inicialmente ha apenas um maximo em ¢ = 0. Reduzindo o valor de €
encontramos uma regiao com mais de um maximo, embora o maximo global de g ainda
ocorra para ¢ = 0. Diminuindo ainda mais o valor de ¢, encontramos uma regiao onde o
maximo global ocorre para ¢ # 0. A descontinuidade se d4 no valor de € em que os dois
maximos tém a mesma ordenada. Podemos visualizar essas trés regides na figura 3.6.
Parap =3 e h =0 o valor de g, vai a zero de maneira descontinua em ¢ = —1.67.
Ja foi observado nos cdlculos termodinamicos realizados para h = 0 que, para o caso
p > 2, ha uma descontinuidade no parametro de ordem, indicando a transi¢cao de uma
fase desordenada para a fase vidro de spin [37, 38]. Para h > 0 essa descontinuidade é
também verificada para valores menores de ¢ e maiores de ¢, a medida que o campo é
incrementado. A descontinuidade pode ser entendida da mesma forma que no caso para

p=2e h>0. Os resultados para p > 3 sao similares aos encontrados para p = 3, exceto
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Figura 3.6: As regioes em que: a) g(g = 0) é o tinico méximo; b) hd dois maximos e g(q¢ = 0) >
g(q # 0); ¢) hi dois maximos e g(q # 0) > g(¢ = 0).

4.0

h

Figura 3.7: Descontinuidade em ¢ com o aumento de h para p =2, 3 e 4.
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que o valor de € em que surge a descontinuidade é menor.

Na figura 3.7, exibimos o tamanho da descontinuidade em ¢ & medida em que
aumentamos o valor do campo h para valores de p = 2, 3 e 4. Observamos que a medida
em que p aumenta, a descontinuidade também aumenta e atinge o valor 1 com o aumento
do campo magnético externo.

Nessas duas secoes, calculamos o nimero médio de estados com densidade de
energia €, assim como o nimero de pares de estados com densidade de energia € e so-
breposicao g, para o modelo de vidros de spin com interacées de p-spins na presenca de
um campo magnético h. Observamos que com a introducao do campo magnético surgem
estados com valores menores de energia. Calculamos o limite inferior para a densidade de
energia do estado fundamental ¢, e observamos que este valor diminui com o acréscimo
de h. Mostramos também que a dependéncia da sobreposicao tipica g, com a densidade
de energia € apresenta uma descontinuidade para p > 2 e que o tamanho desta descon-
tinuidade aumenta com o acréscimo do campo magnético. Por fim, desejamos mencionar

que, apesar de sua simplicidade, os resultados das figuras 3.1 a 3.7 sao originais.

3.3 Entropia

Vamos utilizar o método das réplicas para calcular a entropia

S 1
5 = IV (3:20)

O método das réplicas consiste em utilizar a identidade

(InN) = lim 1 In(N'™) (3.21)

n—0n
calculando-se (V") para n inteiro e realizando a continuagio analitica para n ~ 0.

O n-ésimo momento do niimero de estados com energia € é definido na equacao
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(3.2). Utilizando a representac¢ao integral da func¢do delta reescrevemos aquela equagao

como
 de®
3 ~a .a 1za a
HTTS L ,n/_oo o iNe%e" + i€ hZi:Si
<exp itay Z i1y Sty - - - 51 >, (3.22)
11 <...<ip
onde a = 1,...,n é o indice de réplicas. Para efetuar a média sobre os acoplamentos

utilizamos a distribui¢do gaussiana (2.2), obtendo

2
P! e a
(...)= H eXp | — (Ze g . .Sip) : (3.23)

11 <. <lp

que apds algumas manipulagoes é reescrita como

() = exp{ i [ SOy 4= Z~a~b((;sgsﬁ)p—2<sfs?)”

11<..<ip a a#b i
p—1
a b\F _a a b b
E = k [ E (s“s“) Siuy e SinSipey -Si,,)] } (3.24)
k=1 =g ip g1

Definindo o parametro de ordem como a sobreposi¢do entre um par de réplicas (a,b),

= (1/N)>_. s, tomando o limite N — oo e substituindo na equagao (3.22) temos

—0o0

+iN Z e +ih Z & Z ¢ — g Z & — g > gag”(f”)?) . (3.25)

aZb

o'} dqabdqab [e o] deée b ab . -ah 5
<N"> = TTS?G,ZI,...,H H / W % exp qua a lqa Z S?Si
a YT i
Tomando i§® = §% e ié* = &

ico dqabdqab ico deée Aab ab .a
I:I/ioo 2mi/N ) 2—7TieXp +Zee + - Z

—10Q0



3.3.1 Simetria de Réplicas 61

A o]} [Son (-Sreeaxes)| . om

a;éb a<b

Efetuando a integracdo de ponto de sela sobre (3.26) encontramos finalmente

]17 ZAab ab+zea6a+ ZAa + = ZAGAIJ ab

a<b a<b

+anexp ( Zq“bs“sb + hz ¢? “) : (3.27)

a<b

3.3.1 Simetria de Réplicas

Utilizaremos agora a hipétese de simetria de réplicas, ou seja, faremos ¢%° = ¢, §* = ¢,

@ =¢e=¢ee =€ =ecem (3.27), que entdo se reduz a

e In(N") = —%dq@ + éen + % — %€2q”n + 4%71
+n /_Z \(/ij_we_z2/2 In [2 cosh(—iz\/q + h€)] : (3.28)
Finalmente, fazendo § — —¢, dividindo por n, onde ja tomamos o limite n — 0 encon-
tramos
S = () = lim (A
= % +ée+ % = q% _4 +/Z jz_ e~/ In [2cosh(h€+ z\/é)} . (3.29)

Os parametros de ponto de sela sao obtidos através das equagoes 05/0q = 0, 95/0G = 0
e 05/0¢ =0:

q=-pg" ", (3.30)
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1 o0
g=1-— %/ Dz ztanh(hé + z1/4), (3.31)

q’”—l

€= / Dz tanh(hé + 2/4), (3.32)

onde Dz = (dz/v/2m)e"*"/? é a medida gaussiana. Usando a relacio fundamental

195 _1_54 (3.33)

Noe T
obtemos ¢ = . A partir daqui vamos considerar 7' (e portanto €) como dado inicial-
mente (ensemble candnico). A densidade de energia passa, entdo, a ser uma grandeza
desconhecida, a ser calculada através da equacao (3.32). Ficamos entdo com apenas dois
parametros de ponto de sela, a saber, ¢ e q.

No caso de campo nulo, A = 0, as equagoes acima tém a solucao ¢ = ¢ = 0 para
todos os valores de p. Para p = 2, esta solucao s6 é estavel quando 7" > 1. Ja para p > 2

ela é estavel para todas as temperaturas pois satisfaz a condicao de estabilidade

K —/ Dz sech®(z4/§) > 0, (3.34)

a ser derivada na secao seguinte. Entretanto, ela nao é satisfatéria em baixas temperat-
uras, pois para qualquer valor de p, a entropia S = In2 — 1/4T? torna-se negativa abaixo
deT =1/ 2v/In2. Deve, entdo, haver uma transicio de fase em uma temperatura maior
que esta, envolvendo quebra de simetria de réplicas. Ha outras solugoes para p finito
que envolvem uma descontinuidade no parametro de ordem mas todas sao instaveis. Nas
figuras 3.8, 3.9 e 3.10 apresentamos as curvas que delimitam a regiao em que a entropia
é negativa para p = 2, 3 e 10 e h > 0 (curva tracejada). Vamos, agora, determinar a

condigao de estabilidade da solucdo com simetria de réplicas para o caso geral h > 0.
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Figura 3.8: Diagrama de fase no plano (7T,h) para p = 2. A solugdo de simetria de réplicas
é instavel dentro da regiao delimitada pela curva sélida, que coincide com a linha de transicao
continua entre os regimes de SR e 1 QSR. A curva tracejada delimita a regido dentro da qual a
entropia da solucdo SR é negativa.
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0.8

Figura 3.9: Diagrama de fase no plano (7, h) para p = 3. A solugdo de simetria de réplicas é
instavel dentro da regido delimitada pela curva sélida e coincide com a linha de transi¢cao continua
no ramo acima do ponto tricritico localizado em T} = 0.74 e hy = 0.57. A linha tracejada delimita
a regiao dentro da qual a entropia da solugdo SR é negativa. A linha ponto-tracejada é a linha
de transicao descontinua.
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10 I I I I I

12

Figura 3.10: Diagrama de fase no plano (T,h) para p = 10. A solucdo de simetria de réplicas
é instdvel dentro da regidao delimitada pela curva sdlida e coincide com a linha de transicao
continua no ramo acima do ponto tricritico localizado em T; =~ 1.01 e h; =~ 3.07. A linha
tracejada delimita a regido dentro da qual a entropia da solucdo SR é negativa. A linha ponto-
tracejada é a linha de transigao descontinua.
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3.3.2 Analise de estabilidade

Para obtermos as solucoes estdaveis do problema devemos nos assegurar que os autovalores
da matriz hessiana 0S/3¢*0q"° sejam positivos. A condigao de estabilidade usual é a de
que esses autovalores sejam negativos. A situacao, aqui, é invertida devido ao limite n — 0
que produz matrizes com dimensoes negativas, invalidando, assim, a andalise cldssica de
estabilidade local. Outras anomalias ocorrem pelo mesmo motivo: o parametro de ordem
g da se¢do anterior ndo maximiza S (e portanto ndo minimiza a energia livre f) como
esperado, mas sim, minimiza a entropia (maximizando assim a energia livre). Vamos
entao calcular esses autovalores. Primeiramente, usamos a forma generalizada da equagao

(3.30), isto &, §*° = pB2(q*®®)P~1/2, que é entdo substituida em (3.27) levando a

G = L) = (- DY@ + fne+ 16

a<b
1 2 ab\p—1_a b a
+InTr. exp (épﬂ %(q )P s%s” + hﬁXu:s . (3.35)

Note que ja estamos utilizando 3 no lugar de é. Derivando G em relacio a ¢?° obtemos

oG 1 ssoo | s Trsas’stetlo
90 = —55 pp—1)(¢")"" |¢"° - T Traef | (3.36)
onde
1
H, = §pﬁ2 Z(q“b)p’lsasb + hp Z s (3.37)
a<b a

Derivando, agora, em relacao a q%:

0?G
aqab aq'yé

1 1
= —55217(10 —1)(¢")P2 Oabys — ip(p — 1)B%(¢®)P (557 s0)

Bab,’y&
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1 — a

+5p(p = 1)8%(q*)P*(ss")(s75°) |, (3-38)

onde

Trgas®sbs?s0eto
a b v 0\ s
(s%s°s7s°%) = Tracho (3.39)
e
. Trgas*sbeto

<S Sb> = W (340)

Dai podemos observar que existem apenas trés tipos diferentes de elementos de matriz, a

saber,

P =B = gp(p— )¢ |1 Spp— VPP (1 () |, (3.41)

Q=B"" = %p2(p —1)284(g™ )2 (q)P 72 ((s°5") — (ss")(s"5)) (3.42)

R =B = 20— BP0 ((5°7575%) — ()(s757)) . (3.43)

Lembremos que esses elementos sao calculados usando a solugao com simetria de réplicas.
Assim, temos (s%s’s7s%) = [ Dztanh® BZ; e (s%s’) = [ Dztanh® B2, onde =, = 2/ +h.

Para calcular os autovalores utilizamos a equacao de autovalores

Z By 5 = \g a < b,y <. (3.44)
vé
O primeiro autovalor é obtido realizando o calculo para o caso
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(v =c Y (a,b):
1
MY =P 42(n—-2)Q+ S(n=2)(n - 3)R; (3.45)
o segundo é obtido para o caso
(ii)vep = c para a ou b =6
Vgp = d para a,b # 0
M = P4+ Q(n—4)—R(n—3) (3.46)
e o terceiro para o caso
(iil) vy, = c
Vgo = Vyo = d para a # 0, i1
Vgpy = € para a,b # 0, i
A8 =P —2Q+R. (3.47)

Os dois primeiros autovalores sdo sempre positivos enquanto que o terceiro é negativo em

algumas regives. Portanto, a curva de estabilidade é dada por A® > 0, ou seja,

1—(p— 1)%/ Dz sech*(8Z,) > 0.

(3.48)

As curvas de estabilidade para p = 2, 3 e 10 s2o também apresentadas nas figuras 3.8, 3.9

e 3.10 (curva sélida).

3.3.3 Primeira quebra de simetria de réplicas

No primeiro passo de quebra de simetria de réplicas (1 QSR) as n réplicas sao agrupadas

em n/m grupos com m réplicas cada. Cada par de réplicas num mesmo grupo tem
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sobreposicdo ¢® = q; e as réplicas pertencentes a grupos diferentes tém sobreposicio

g® = qy < q,. Esses parametros sio definidos por

1 N
= (% ; a < b, (3.49)
0= SR, (3.50)

m=1-> P2, (3.51)

onde a notacao (...) representa a média sobre os acoplamentos e (...)7, a média térmica.
Portanto, ¢y é a sobreposicao entre um par de estados de equilibrio diferentes, ¢; é a so-
breposicao de um estado de equilibrio com ele préprio, e m é a probabilidade de encontrar
duas cépias do sistema em dois estados diferentes (P, é a probabilidade do estado s*). No
limite n — 0, o parametro m é restrito ao intervalo 0 < m < 1. Utilizando essa prescri¢ao

podemos escrever

2 n/m 2
Z(js“sb = % do (Z 5“) + (¢1 — do) Z ( Z s“k> —qin| , (3.52)

a<b a€grupo

~Q a 1 -~
Z bg® = Q1Q1( —1)n+ EQOQOn(n —m), (3.53)
a<b
~a b ab\p 1/\21) 1"21’
D (g = S€ar(m—1)n+ S €qn(n —m). (3.54)
a<b

Substituindo esses resultados na equacdo (3.27) obtemos
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1 1 1 ~2 1
N In(N") = 5@1Q1(m —1)n+ Eq})qon(n —m) + éen + % + ZA2

2
Gin 1. 1. a
+—12 +Z2qgn(n—m)+ln Esa exp{—i[q()(E s)

a

n/m 2
(@ — o) Y ( > s“’“) ] +hézsa}, (3.55)

k=0 \a€grupo a

¢@'(m—1)n

que apos algumas manipulagoes algébricas é reescrita como

~9
€n 1A2p

1 1 1
Tlllir(l) N In(N") = §cjlq1(m —1)n— §Q0q0nm + éen + - Tafa (m—1)n

~ o0 [e.e]
+M — 1€2qgnm + ﬁ/ —dZO e %0/2 ln/ _d21 e /2
m J_o V21 —oo V2T

x [2cosh (—i1 /G — do — iz01/do + hé)}m , (3.56)

onde tomamos o limite n — 0. Dividindo por n e fazendo ¢, — —é%2G; e Go — —€%qp

obtemos finalmente

s R
N = dmy
Eqa Edogom . € 1, .,
= T(l—m)—i-T—i-ee—l-Z—i—Zeql(m—l)

€2qu 1 2 p 1 /oo dZO 2 > le 2
——— — —&gm+ — ——= ¢ *0/? ln/ —— e /2
% m J_ V27 —oo V2T
X [cosh (€Z)]™ + In 2, (3.57)

onde

E:zlvcﬁ—q}—i—zo\/qfoﬁ—h. (358)

Lembramos que a relagao fundamental 1/7 = 0S/0e nos dd f = é = 1/T. Como na se¢ao

anterior, a partir daqui, passamos a utilizar o ensemble canonico e considerar ¢ = § como
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dado do problema. Resolvendo as equacoes de ponto de sela 0S/0¢; = 0, 0S/dgy = 0,

05/0¢; =0, 0S/0gy = 0 e 3S/0m = 0 obtemos

G = qu‘l, k=0,1 (3.59)
Q% :/ Dzy(tanh BZ)2, (3.60)
¢ :/ Dz(tanh® BZ), (3.61)
e
1 2 ol P 1 oo * m Q=
Zﬁ (p—1)(gf —q5) = — 3 Dzyln Dz, cosh™ =
1 o
+E/ Dzy(In cosh BE),, (3.62)
onde
[ Dz (...)cosh™ B=
(...), = — e (3.63)
ffoo Dz cosh™ =
No limite p — 00, essas equacoes ficam bastante simplificadas:
qgo = tanh?(Bmh), (3.64)
=1 (3.65)
e
(3.66)

m?B* = 4 [In 2 cosh(Bmh) — Smh* tanh(Bmh)] .
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A seguir, vamos discutir os resultados da solucao numérica das equagoes de ponto de sela
para p geral.

Nas figuras 3.11, 3.12, 3.13 e 3.14, apresentamos a dependéncia de ¢;, ¢o € ¢(SR)
com a temperatura para p =2, 5, 10 eoco e h =0, 0.5, 1.0 e 1.5. Podemos observar que
parap > 2e h =0, ¢go = q =0, indicando que os estados de equilibrio sao completamente
descorrelacionados. Com a presenga do campo magnético, correlagoes sao induzidas entre
os diferentes estados de forma que gy se torna diferente de zero. Parap=2e h =0, ¢;
e qo decrescem continuamente com 7' até atingir o valor zero quando 7' = 1. Para p > 2
e h = 0, ¢; vai a zero de maneira descontinua. A introducao do campo magnético vai
suavizando a descontinuidade do regime 1 QSR para o SR até que ela desaparece para
um certo valor de h = h.. Nas figuras 3.9 e 3.10 podemos observar o valor de T" para um
dado h onde a descontinuidade surge e também o ponto tricritico que nos dé o valor de h
onde a descontinuidade desaparece para p = 3 e p = 10. Esse efeito do campo magnético
sobre o parametro de ordem ja tinha sido observado em um estudo do modelo de vidro
de spin esférico com interagoes de p-spins [45].

Na figura 3.11, mostramos o comportamento de m como funcao de 71" para p = 2
e h=20,0.5 1.0 e 1.5. Para h = 0, m se torna igual a zero em 7" =0e T = 1, ou
seja, nessas temperaturas a probabilidade de encontrar duas réplicas do sistema em dois
estados diferentes é nula. Ja para h > 0, m cresce suavemente e nao chega a atingir o
valor m = 1. Para p > 2 (veja figuras 3.12, 3.13 e 3.14), m cresce quase linearmente até
atingir o valor m = 1 para campos magnéticos menores que h. (podemos observar que
nesse intervalo de h a transicao entre os regimes de simetria de réplicas e de primeira
quebra de simetria de réplicas é descontinua). Para h > h., m cresce até um certo valor
m = m. < 1 que depende do valor de p e de T (para valores de h > h, a transi¢do é

continua).
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Figura 3.11: Os pardmetros m (curva sélida), g1 (curva tracejada), go (curva pontilhada) e g
(curva ponto-tracejada) como fungao da temperatura para p = 2 e

h=10¢e (d) h=15.

» 4o (
(a) h = 0; (b) h = 0.5; (c)
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Figura 3.12: Os parametros m (curva sélida), ¢; (curva tracejada), go (curva pontilhada) e g
(curva ponto-tracejada) como funcdo da temperatura para p =5 e (a) h = 0; (b) A = 0.5; (c)
h=1.0e(d) h=1.5.
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Figura 3.13: Os parametros m (curva sélida), ¢ (curva tracejada), go (curva pontilhada) e ¢
(curva ponto-tracejada) como fungdo da temperatura para p = 10 e (a) h = 0; (b) h = 0.5; (¢)

h=15e

(d) h = 2.0.
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Figura 3.14: Os pardmetros m (curva sélida), ¢; (curva tracejada), go (curva pontilhada) e g
(curva ponto-tracejada) como fun¢io da temperatura para p = oo e (a) h = 0; (b) h = 0.5; (c)

h=1.5¢e (d) h =2.0. Lembremos que ¢; = 1 neste limite.
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3.4 Linhas de Transicao

Como vimos anteriormente, hd dois tipos de transicdo entre os regimes de simetria de
réplicas e primeira quebra de simetria de réplicas: uma transicao continua e outra des-
continua. Lembremos que a linha de transicao é sempre determinada pela condig¢ao de que
as energias livres das duas solugdes SR e 1 QSR tenham o mesmo valor. A transi¢ao sera
continua se os parametros de ordem dessas solugoes forem idénticos, isto é, ¢ = g9 = ¢
(neste caso a igualdade das energias livres segue trivialmente). Por outro lado, a transi¢do

sera descontinua se os parametros de ordem forem diferentes sobre a linha de transicao.

3.4.1 Linha de transicao continua

A regiao do espacgo de fase onde se da a transi¢ao continua entre os regimes de SR e 1
QSR ¢ determinada resolvendo-se as equacoes para a solucao 1 QSR no limite de ¢; — ¢q

pequeno. Para isso, subtraimos a equagdo (3.60) da equagdo (3.61):

G —qo= / Dzy(tanh® BZ), — / Dzy(tanh BZ)2 (3.67)

e mantemos os termos de ordem (q; —gqy)? da subtragao acima. Precisamos entio expandir
os integrandos de forma que os termos em (¢; — go) fiquem explicitos. Expandindo termo
a termo, obtemos os seguintes resultados auxiliares (nessas expressoes € e € sao notagoes

temporarias que nada tém a ver com a energia e seu multiplicador de Lagrange):
(i)
cosh B2 = cosh(e + BZ)

= cosh ecosh S=' + senh € senh =’

2 4 3

. € € =t 6_ =/
= (1+ ol + E) cosh B=" + <6—|— 3!> senh =

2 4 3t
— cosh 8= (1 ¥ % + ;—4 et + %) : (3.68)
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onde € = fz'%21, x = §1 — Go, t = tanh BE' e E' = 200/qo + h.
(i)
m ao S 1, 1, 1,
cosh™ BZ = cosh™ 8= {1 + etA; + 3¢ Ay + 66 As + 21¢ A4} , (3.69)
onde Ay = (T), A2 = (T) +22(7), A3 = t(7) +6¢(3) +6¢°(5) e As = (T) + (8> +
6) () + 3662 (%) + 24t* (7).

(iii)

o 1 1
/ Dz, cosh™ B=Z = cosh™ BE' |1 + §A2A2 + §é4A4 : (3.70)

onde € = Bz!/2.

(iv)

tanhe + tanh =’ ¢ +tanhe  t+e—¢€/3
1+ tanhetanh 5/ 1+ttanhe 1+ te — te3/3

2 e 4 2 €'t 4 2
—5(31& — 4t +1)+?(3t —-5t°+2),  (3.71)

tanh f= =

= t+es® — éts

onde s = sechf3=".

(v)

o 1
/ Dz cosh™ = tanh B = cosh™ ﬁE'{t + ¢ [—t32(1 — A+ 5tA2:|

+é {t(3t4 — 512 +2) —tA;(3t' — 42 + 1)

3 1 1
—its?A2 + §52,43 + g1&A4} } (3.72)
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(vi)
o 1
/ Dz, cosh™ B=tanh? B= = cosh™ 55’{# + & [32(1 — 3t + 217 A)) + 51&%42}
+ét [(151&6 — 30t 4+ 171% — 2) + t2A; (—12t* 4 20£* — 8)
3 2 2 2 1 2
+§8 A2(1 — 3t ) +ts A3 + gt A4 . (373)
Dai,

(tanh BZ)2 = * 4+ 28%%s*(A; — 1) + & [262(3t* — 5¢2 + 2) — 2t A, (3t — 4£* + 1)

—1?s2 A1 Ay — 2157 Ay + ts* Ay + 175 (A — 1)?], (3.74)

(tanh? B), = 2+ & [52(1 _ 3824 2t2A1)} e [52A2(1 _32) — s%2A, Ay

+12 Ap (—12t* + 20#* — 8) + ts? Az + 15¢° — 30t* + 17t — 2|.(3.75)

Finalmente, usando

o B[ oyp2 Lo _ _ \2p-3
€= (r—1)(¢1 — q0)df +2(p 1) (p—2)(q1 — 9)”q5 (3.76)
e
VR /34172 12 N2 2(p—4) 1N2( . \3 2(p-5)
€ =~ [(p D —a0)q” "+ @—1)(p—2) (a1 — 90)° %
10— 120~ 20— a0) e (377)

obtemos
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2(13 B,

h T B - 1) By (3.78)
onde
B =1-p8*@p (Jo / Dzgsech* 3= (3.79)
e
By = [p—2+48%(p—1)g(3 —2m)] / Dzgsech? BE!
—25%(p — 1)Go(8 — 5m) / Dzysech®B=". (3.80)

Na transicao continua temos ¢ — go — 0, de modo que a linha de transicao é obtida
tomando B; = 0. Esta linha coincide com a linha de estabilidade da solucao com simetria
de réplicas.

Para obter o valor de m na linha de transi¢ao, expandimos a equa¢do (3.62) no
limite ¢; — go pequeno e mantemos os termos de ordem (q; — q)3, 0 que equivale a €5. O
mesmo procedimento é adotado na eq. (3.60). O resultado desejado é obtido subtraindo-
se essas duas equacoes. Como as expressoes resultantes dessas expansoes sao muito longas

apresentamos apenas o resultado final da subtracao:

(90 — t*) + B2p(p — DE*s*(1 — m)ah (a1 — qo)
p—3 4,9 2 2(p—4)
+t2$2(1—m){ p(p—1)(p - 2)qq 5 (p—1)°qp

(
2 4
x [(5m — 7)t* — 3m + 5] }(q1 —q)*=0. (3.81)

Usando as condicoes B; = 0 e go — g obtemos
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Figura 3.15: Parametro m na linha de transi¢ao continua para p = 2, 2.01, 2.1, 10 e 3 (de baixo
para cima,).

l—me=—22 (3.82)

onde

Bs =12(p — 2) / h Dzsech®[3Z,] tanh?[3Z,] + 28%(p — 1)§ / h Dzsech®[BZ,], (3.83)

com E; = 24/q e ¢ dado pela equagao (3.30). Como m é sempre menor ou igual a 1, a
linha de transicao continua deve terminar exatamente no ponto em que m = 1, ou seja,
no ponto tricritico. De acordo com a equagao (3.82), isto se dd quando By = 0. Na figura
3.15, apresentamos o comportamento de m,. na linha de transicao para p = 2, 2.01, 2.1,
3 e 10. Para p > 2 temos m = 1 no ponto tricritico. Para p = 2, a transicao é sempre

continua.
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3.4.2 Linha de transicao descontinua

Neste caso, a linha de transi¢ao deve ser determinada igualando-se diretamente as energias
livres das solucoes de SR e 1 QSR. Isso introduziria uma equagao a mais no problema e
poderiamos, entao, introduzir uma nova incognita, digamos 7', a temperatura onde ocorre
a transicao para um dado h. Felizmente, neste problema esse procedimento padrao nao
se faz necessdrio. De fato, notando que se fizermos m = 1 a equagdo (3.57) torna-se
independente de ¢; e ¢; (embora ¢; # qy) e a equagdo para ¢p resulta em gy = ¢ temos
simplesmente figsr(m = 1) = fsr. Assim, para h fixo, a temperatura em que se dd a
transicao descontinua é obtida resolvendo-se as equacoes de ponto de sela da solugao 1
QSR com m =1 e ¢y = ¢q. As linhas de transi¢do descontinua para p = 3 e p = 10 sao
mostradas nas figuras 3.9 e 3.10 (linha ponto-tracejada).

Nas figuras 3.16, 3.17 e 3.18 apresentamos os valores de Ty, h; e (1 — ¢;) no ponto
tricritico (onde as duas linhas de transi¢do se encontram) como fun¢ao de p. Podemos
observar que h; cresce com /pInp, Ty com /p/Inp e (1 — ¢;) decresce com 1/p+/Inp.

Concluindo, neste capitulo realizamos um estudo completo da termodinamica
do modelo de vidro de spin de Ising com interacoes de ordem alta na presenca de um
campo magnético externo. Investigamos a solucao com simetria de réplicas, assim como
a regiao no espaco de parametros (7, h,p) onde esta solucao é estdavel. Efetuamos os
calculos para o primeiro passo de quebra de simetria de réplicas e analisamos a transicao
entre os dois regimes. Observamos que existem dois tipos de transi¢cao: uma continua
e outra descontinua. Para p > 2, a introducao do campo magnético leva a suavizacao
da transicao descontinua observada para h = 0, conduzindo finalmente a uma transicao

continua através do surgimento de um ponto tricritico.
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Figura 3.16: A temperatura do ponto tricritico como fun¢do de p. Apenas os valores de p
inteiros tém significado fisico.
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Figura 3.17: O campo magnético no ponto tricritico como func¢do de p. Apenas os valores
inteiros de p tém significado fisico.
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Figura 3.18: (1 — ¢;) no ponto tricritico como fun¢io de p. Apenas os valores inteiros de p tém
significado fisico.



Capitulo 4

Replicadores com interacoes de
ordem alta

Até agora, estivemos estudando modelos de Ising cujo interesse, sob o ponto de vista
biolégico, pode ser justificado interpretando-se uma configuragao de spins como o genoma
dos organismos e a dinamica de inversdao de spins como um passeio adaptativo, dentro do
contexto de Kauffman [5, 6], conforme discutido na Introducao.

Neste capitulo, vamos investigar um modelo de spins continuos z; € [0, co] para

1=1,..., N com ‘magnetizacao’ fixa

> z =N, (4.1)

cuja interpretacao bioldgica é muito mais direta. Mais explicitamente, os sitios ¢ repre-
sentam as espécies e z; a concentracao de espécies do tipo ¢ em uma populacdo infinita.
Essas concentracoes evoluem no tempo de acordo com o conjunto de equagoes diferenciais
nao-lineares

6:@- =

onde f; é o valor da adaptacdo (‘fitness’) ou produtividade da espécie i e f é a adap-

tagdo média da populagdo, isto é, f = Y. z;f;. Note que o vinculo (4.1) estabelece uma

competicao efetiva entre as espécies.

85
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Esse tipo de formulacao é conhecido como modelo de replicadores, tendo sido uti-
lizado em diferentes areas da ciéncia tais como sociobiologia, ecologia, evolugao pré-bidtica
e genética, entre outros. Um caso particularmente simples ocorre quando as adaptagoes
fi sdo derivadas de um funcional adaptacdo f(x1,...,zn), ou seja, f; = 0f/0x;. Neste
caso, pode-se mostrar facilmente que a dinamica (4.2) maximiza o funcional f e que os
estados estaciondrios da dindmica sdo pontos fixos apenas [46].

No modelo de replicadores proposto por Diederich e Opper [40, 41, 47] o funcional

adaptacao introduz interacoes aleatérias entre pares de espécies,

1
fo=—Hy = —5 E Cij TiTj, (4.3)
i

onde os acoplamentos ¢;;(i # j) sdo varidveis aleatérias estatisticamente independentes

distribuidas de acordo com a distribuicao de probabilidade gaussiana:

Nc2.
Ples) = | L exp (-52) i (4.4

Como justificativa para considerarmos interacoes aleatorias, podemos invocar o
fato de que as interacOes entre as espécies em um ecossistema real sao tao complexas e
pouco entendidas que toméa-las como variaveis aleatorias parece ser a decisdo que me-
lhor reflete nossa falta de conhecimento. Por outro lado, as auto-interacoes c; nao sao
aleatorias, sendo dadas por ¢; = u Vi. O parametro u tem o objetivo de limitar o cresci-
mento e a supremacia de uma unica espécie: para valores grandes de u, o crescimento de
todas as espécies é fortemente limitado pelo fator uz? e, neste caso, as interagoes aleatérias

nao diagonais tornam-se despreziveis de modo que a configuragao de equilibrio é

291 Vi (u>1). (4.5)

Ja para valores pequenos de u, as interagoes entre os pares desempenham o papel principal
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e poucas espécies prevalecerdo, ou seja, z;7 = 0 para uma grande parte das espécies.
Assim, u atua como uma pressao de cooperacao. Ainda, esse parametro é essencial para
a obtencao de um limite termodinamico, N — oo, nao-trivial.

Neste capitulo, vamos generalizar o modelo de Diederich e Opper [40, 41] para
permitir interacoes de multi-espécies ou de ordem alta. Esse tipo de interagao surge quan-
do a intensidade do acoplamento entre um dado par de espécies depende da concentracao
de outras espécies. Nesse sentido essa generalizagao parece-nos bastante natural e, como
veremos a seguir, leva a mudancas qualitativas no comportamento do sistema em relagao
ao caso quadratico estudado por Diederich e Opper.

Consideremos o funcional adaptacao

—fp=Hy(z) = Z Cirig...ip Tir Tiy - - - Tipy + U fo, (4.6)

1<i1 <ip <. <ip <N

onde os parametros c¢;;,..;, Sa0 variaveis aleatdrias com distribuicao Gaussiana

2
Np-1 (Cirig.iy)” NP7

P (Ci1i2...ip) = 7Tp! €xXp [_ ;, ) (47)

e u > 0 é o parametro de auto-interagao. Lembremos que z; € [0,00) , i =1,...,N e

4.1 Energia Livre

Nosso objetivo é caracterizar os minimos globais (estado fundamental) de H, (ou seja, os
maximos globais do funcional adaptagdo f,) no limite termodinamico N — oo. Para isso,

vamos calcular a densidade de energia livre do sistema,

J=—(/NB)(n2z), (4.8)

onde
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:/OOOIZIdxi(S(N—Z:xi> exp { — {uzx + > d xﬂf} (4.9)

11 <...<ip
é a fungdo de parti¢do e (...) denota a média sobre os acoplamentos. Estaremos interessa-
dos apenas no limite de temperatura nula, 8 — oo, pois neste caso podemos garantir que

apenas os estados que minimizam H, contribuem para a fun¢ao de particao. O n-ésimo

momento de 7, necessario para a aplicacao do método das réplicas, é dado por
iy e |v-xa - n s sr]
a %

o e L i

X <eXp —BZ Z Ci..ip Ty - - .x?p > , (4.10)

a 11<...<ip
onde ¢ = 1,...,n é o indice de réplicas. Para efetuar a média sobre os acoplamentos

utilizamos a distribuicao Gaussiana (4.7) obtendo

B2p! :
(-+-) = exp AN Z Za:?l Ty . (4.11)

i1<...<ip

Expandindo o termo quadratico e mantendo apenas termos de ordem N no argumento

da exponencial, reescrevemos essa equagao como

oz lipel sxiped) o

Definindo os parametros de ordem ¢® = (1/N) >, 22zl e r* = (1/N) . (2%)?, e substi-

tuindo em (4.10), encontramos

[o0] ~a 2
/_ H d;;r;i]:[ exp {1NZT“T“ + B4N Z(r“)p}

a
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oo dqabdq ~ab ab 5 N ab\p
x/oo}:[b 27N exp{lNZq ¢+~ Z(q )

a<b a<b

oona . ~.
x/_oo o {1Nza:Q }

—i) _ Qaf - ﬁuZ(xf)”}. (4.13)

Fazendo 7¢ = i7?, §% = ig®, Q°* = iQ*,

o = [ e

a

/ Hdga o exp {NZQabqab—i— Z(qab)p}

a<b a<b
X /
—00

{N;Qa} {/Omgdxaexp{ - Zr(m
SONCEDWETE Z@axa}}N. (.14

a<b

Efetuando a integracao de ponto de sela no limite N — oo, temos finalmente

Z,ﬁara_i_%QZ +anbqab+/6 Z ab +ZQa

a<b a<b

+In /00 Hda:“ exp { - Zf“(a:“f — fu Z(ac P
0 a a a
- Z(j“bx“xb ZQ“&U“}. (4.15)

a<b a

4.1.1 Simetria de Réplicas

Utilizando a hipétese de simetria de réplicas, ou seja, fazendo ¢*® = ¢, % =G, r* =r e

7 =7, aeq. (4.15) reduz-se a
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1 2,p -1 24P A
°° q
-|-ln/0 ”dxexp 2( a:)

Fazendo uso da identidade

% dz —z2/2 izy/4>, =% (417)

e—i(Sa o)’ /2 _ / e

encontramos

1 . B%Pn ggn(n—1) B*¢Pn(n—1) .
~In(Z") =
Nln( ) 7rn + 1 + 5 + 1 +Qn
* dz 2 o
-H/ ——e /2 ||d“ {—' AE ¢ — g P
n N \/ﬁe , L % exp 12\/c} a % — Bu a (z
~ @ a A a
- (r— —) E (%) - Q E x } (4.18)

2

Dividindo por n, tomando o limite n — 0 e fazendo § — —¢ obtemos a energia livre

B qq B A
—ﬁf = 7rr—+ 4 +5— 4 +Q )
-1-/_ Dzln{/o dz exp [—ﬁump— (f—l—%) xQ—(Q—i-z\/é) x]}
(4.19)

o0

Derivando a equacao acima em relacao a r e ¢, obtemos as equacoes de ponto de sela

2,mp—1
P = —% (4.20)
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B2pgPt
;-

i= (4.21)

Substituindo na equacao (4.19), encontramos

- 2 — P _ P ~
5f = _Bp 121(7“ q)+ﬁQ

oo o 2 (pp—1 _ p—1
+/ Dzln{/ dz exp [_/Buxp+5p(T ; q )xQ
—00 0

» (miwg”ﬂ)m]}, 22)

onde fizemos também Q — BQ. Definindo y = B(r — q) e tomando os limites 5 — oo e

r — g, obtemos que r? — ¢ = pyg?~'/B e r?~t — gP~1 = (p — 1)ygP~2/B. Substituindo em
(4.22) e dividindo por :

. — p—1
j o= _p(p i)yq e
1 [ > Cap, Bpp—1)gP Py’
+5 /OoDzln{/O dxexp[ Bux? + 1
R Z\/ﬁq(p_l)/Z
—f (Q + 7\/5 ) :1:} } (4.23)

Tomando Q = vPgPV/2A/\/2 obtemos

i o= _p(p — 1)ygr~? . \@q(pfl)ﬂA
= ; =
1 [ * — 1) P2y 12
—|——/ DzIn {/ dz exp [_ BuzP + Bp(p — 1)¢**yx
BJ 0 4
Bypa” V(A + Z)g”] }
ﬂ .
Resolvendo as equacoes de ponto de sela af/ay =0, af/aq —0e 6f/8A — 0 encontramos

(4.24)

¢= /_ " Do), (4.25)
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| = /_ " Data) (4.26)

e
oo ) C] —(p—3)/
p—1g=(p- 2)/ Dz(z*) — / Dzz(z (4.27)
onde
[ dx . e
=1 4.28
(..} = lim ™ dze? (4.28)
e
— P2y (r=1/2(A
=y P Dy /P (A+2z)z (4.29)

4 V2

No limite 8 — oo podemos calcular as integrais em x através do método de ponto de sela,
de modo que apenas o valor de x que minimiza =, denotado por z4(z), contribui para a

integral. Assim sendo, a densidade de energia do estado fundamental é escrita como

p—1
€= lim f= u/ Dz 2%(z pyq (4.30)

B—o0

onde z4(z) é a solucao positiva de

1 -2 o (p N\
PP = Dy s —pual ™ = (5= ) (A2 =0 (4.31)
€
( _1)/2 1 1/(P_2) Y (p—l)/(p—Q) D P/?(p—Q)
1= (3) (5) -A (4.32)

é o valor maximo de z para que tenhamos uma solugdo positiva para xs(z). Para valores
maiores de z temos z,(z) = 0. As equagdes de ponto de sela no limite 8 — oo sao entao

escritas como
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- /_ " Dray(2), (4.33)

qg= /7 Dz 22(2) (4.34)

v 1
yplp — 1| =/ D : (4.35)

z -
oo lygP2/2 — uah 2 (2))|

Para p = 2 podemos resolver a equacdo (4.31) analiticamente e, para u grande, podemos

obter uma solugao para as equagoes de ponto de sela:

~14+ — 4.36
1 1
~ L 4.37
y 2u + 8u3 ( )
e

Anou(1-22 (4.38)

~2ull——]. .

Su?

Inspirados nessa solucao, vamos supor que para p qualquer e u grande os parametros de

ordem sejam dados pelas expressoes

B
g=1+ u—g (4.39)
1 B

y=- (Ay + u—§> , (4.40)

sl B2) "
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Al‘ Bm
s=14+— 4+ —. 4.42
x + » + 2 (4.42)

Substituindo essas expressoes nas equagbes de ponto de sela e na equagdo para z,(z)

encontramos finalmente

1
gr1 SuZp(p — 1" (4.43)
1 1
v~ oD | ) (4.44)
~ —u(2p)? [1 - P!
A~ —u(2p) [1 Tp(p— 1)] : (4.45)

Para valores finitos de u devemos resolver as equagoes de ponto de sela numerica-
mente. Na figura 4.1, apresentamos o comportamento da energia do estado fundamental
€y como funcado da pressao de cooperacdao u para p = 2, 3, 5, 7 e 10. Como esperado,
para grandes valores de u temos €y ~ u. Ja para pequenos valores de u, apenas pares de
espécies com grandes acoplamentos negativos (—cg; >> 1) contribuem e suas concentracoes
sdo de ordem 1 (isto é, zy e x; sdo de ordem N) levando a divergéncia de ¢y no limite de
u — 0. Com o aumento na ordem das interacoes, p, esse regime altamente competitivo
(umas poucas espécies sobrevivem apenas) é praticamente eliminado, embora devemos
notar que ¢¢ — —oo quando v — 0 para todos os valores de p > 2. De fato, com o
aumento de p fica cada vez mais dificil encontrar um acoplamento c;jx;... negativo e muito
grande de forma que algumas das espécies envolvidas i, 7, k, [, ... ndo estejam também in-
teragindo entre elas através de acoplamentos positivos. Isso acaba por retardar o regime

competitivo mencionado acima. Na figura 4.2, apresentamos o parametro de ordem ¢ co-
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Figura 4.1: Energia do estado fundamental ¢y em funcao de u para p = 2, 3, 5, 7 e 10.

Figura 4.2: O pardmetro de ordem g em fun¢do de u para p = 2, 3, 5 e 10.
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mo funcao de u para p =2, 3, 5 e 10. O valor de ¢ tende a 1 com o aumento de u. Neste
regime temos um grande numero de espécies sobreviventes, com concentragoes r =~ 1.
O valor de ¢ se torna grande para pequenos valores de u, evidenciando a existéncia de
poucas espécies com uma grande concentracao de individuos. Com o aumento na ordem
das interagoes, g decresce mais rapidamente com u, indicando que um pequeno valor de

u ja permite a sobrevivéncia de um grande niimero de espécies.
4.1.2 Estabilidade da Solucao com Simetria de Réplicas

Para obter a regiao em que a solu¢ao com simetria de réplicas é estavel, precisamos calcular
os autovalores da matriz d(— f)/9q*dq" e nos assegurar de que eles sejam negativos. Note
que isso, de fato, corresponde a supor que a solu¢ao com simetria de réplicas maximiza
a energia livre f (note que na se¢ao 3.3.2 buscamos autovalores positivos pois a solugao
com simetria de réplicas minimiza a entropia). Essa inversao deve-se ao limite n — 0 que
torna a dimensao da matriz de segundas derivadas negativa. Comec¢amos substituindo

(4.20) e (4.21) em (4.15) a fim de reduzir o nimero de varidveis. Dai

G = %m(z")

= _62(174_ 1) Z(Ta)p _ 52(102_ 1) Z(qab)p + BZQQ

+ln/ de“eHO, (4.46)
0 a

onde

= 0@+ 2 S0+ D2 S gy tanat 5 3 G (0

a<b

Seguindo o mesmo procedimento utilizado na se¢ao 3.3.2, vamos derivar a equagao (4.46)

em relacdo a ¢?, obtendo
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S\ (p— o a 6, H
oG _ _ﬁ2p(p B 1)((]7 )(p 2 {q'yé o fO ga dz®z7z%e™ } (448)
aq’75 fO Ha dxaeHO
Derivando mais uma vez, agora em relacao a ¢%:
*G  _  Brl-1(")" g,
aqabaq,yé' - 2 { ab,yé
2 -1 ab\(p—2)
b p(p 2)(q ) [(xafvbﬂx‘s) (xaxb>(x7x5>]}, (4.49)
onde
oo @ @b Y 10 L Ho
o by b Iy T1, dazabzrz’e
(22’27 2°%) = =TI, daveFi (4.50)
e
o dzr® b, Hy
(z°z’) = Jy 1la s’ (4.51)

fooo [T, dzeeho

Os trés diferentes tipos de elementos de matriz sao

P = Bab,ab
2 _ ab\(p—2) 2 _ ab\(p—2)
— _ﬂ p(p 12)(q ) {1 - 5 p(p 12)(q ) [((xa)Q(xb)2> _ <xaxb>2i| }452)
Q — Bab,a(S
4,200 _ 1\2( a0\ (p—2) (ab)(p—2)
— IB p (p 1) (Q4) (C] ) [((xa)Qxbx6> _ <xaxb><$a$6>i|,
R = Bab,’yé
B (p = 1)*(q") ) (¢")

- 4 [<xaxb‘”7$5> - (06“3717)(377”’5)} ’

(4.54)

de forma que os autovalores da matriz de segundas derivadas (4.49) sdo escritos como

(veja secao 3.3.2)
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MU:P+2m—mQ+%mfaxn—$R (4.55)
M = P4+ Q(n—4)— R(n—3) (4.56)

€
A =P _2Q+R. (4.57)

Os dois primeiros autovalores sao sempre negativos enquanto que o terceiro é positivo em

algumas regides. Portanto, a curva de estabilidade é dada por A®) = X < 0, ou seja,

2 _ ab\(p—2) 2 _
B p(p 12)(61 ) { — 1+ p p(]; 1) (qab)(P—Q)(<($a)2(xb)2> _ <$a$b>2)
—2(¢")P 2 (((a*) a2’ — (a*a") (x"2"))

+(q") P2 ((292°2720) — (x%2?) (x7x5>)] } < 0. (4.58)

Utilizando simetria de réplicas esta expressao reduz-se a

ﬁMp;UW‘{_1+5p@;1MVT@5tzJ¥}<Q (4.59)
onde
o= 4

(4.61)
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()= /_oo Dz(...) (4.62)

com

_ p—2 N (p-1)/2
H, = —puzr 4 PP 41)yq 2 5[Q+ %]x, (4.63)

Calculando as integrais (4.60) e (4.61) obtemos

(z) = z4(2) — ulp — 2)(@, ()" (4.64)

u(p = 1)(s(2))"~* — yg"*/2

(@®) = (25(2))? (4.65)

 Bp(p— 1) [ulz,(2)P~? — ygr=2/2

Figura 4.3: Curva de estabilidade para p = 2, 3, 3.2, 3.5, 4, 5 e T.
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Efetuando o célculo de (4.59) para § — oo obtemos a expressao final para a estabilidade

do sistema:

_plp—1)¢" 2 R R 1
A= 5 { 1+ p(p—1) /_oo D e yqp_2/2]2} : (4.66)

Na figura 4.3, apresentamos a curva da estabilidade como func¢ao de u para p = 2,

3,3.2,3.5,4,5e7. Para p = 2 a solugao é instavel para u menor que 1/\/5 ~ 0.707. Para
p = 3 o valor de u em que a solucao se torna instavel diminui para u = 0.106 e para p > 4
a solucao é instavel apenas em v = 0. Assim, a utilizacao da solugdo com simetria de

réplicas para descrever o estado fundamental de H,, parece-nos perfeitamente justificivel.
4.1.3 Distribuicao de probabilidade das concentracoes

Nesta se¢do, vamos abordar a seguinte questdo: escolhendo aleatoriamente uma das N
espécies, digamos espécie k, qual é a probabilidade de que sua concentracao z, seja igual

ao valor £7 Obviamente essa probabilidade é dada por

Pr(§) = lim fooo [1; dzid () — f)efﬁﬂp(j)(s(zz' z; — N)

5 - , 4.67
p—roo Jo 1l; dzie P @63, 2 — N) (4.67)

ou seja, integramos a distribuicao de Gibbs sobre todos os valores de concentragao das
espécies ¢ diferentes da espécie k. Como todas as espécies sao equivalentes podemos

escrever

1
P(&) = Pi(§) = N Zpk(f)- (4.68)
k
Do ponto de vista pritico, vamos calcular (4.68) introduzindo o Hamiltoniano efetivo

Hepr =Hp+h> >, 0(z; — &) de forma que

Pe) = Tim ~ 20 Zerr)

4.
B0 N Oh h=0 (4.69)
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onde

eff—/ Hdwz sz e PHIT, (4.70)

Dai, podemos efetuar os cédlculos seguindo o mesmo procedimento das se¢oes anteriores.

Definido
1
—Bfesr = Nﬂn Zefs) (4.71)
obtemos
_ p—1 .
Bfy = _ Bplp 41)yq 80
= w , Bp(p — Dyg"~*z"
Dz1 dz'expq — P
+/ zn{/o a:ep{ Buzx'? + 4
~ p—1
~8[@+ 2 /PE ] - pho - )}}. (4.72)

Derivando em relacao a h e tomando o limite h — 0 encontramos

- exp{ Bugp — Bleue 22 5[Q+Z\/”’;_l]€}
P(¢) = lim Dz

B—oo J_ o fOOO da’ exp {—ﬂuxlp — Mxm _ B[Q + Z\/@] x’}

(4.73)

A distribuicao acumulada correspondente é dada por

Olz) = / " P(e)de

o JydEexp {—ﬁufp — e _ g1 Q 4 2

= 6lim Dz
70/ o fooo dz’ exp {_/Buxlp _ Bp(p— z)yqp ﬁ[Q 4z

_l]f} |
x’}
(

4.74)
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Efetuando o limite 8 — oo encontramos

C(z) = / R / " D20 — 5,2, (4.75)
v —o0
onde O(z) =1 para > 0 e 0 no outro caso. Observamos que o primeiro termo nos d4 a
fracao de espécies extintas, C'(0). No limite u — oo temos v — oo e z5(z) = 1. Portanto,
neste limite C'(z) = O(z — 1) para qualquer valor de p, ou seja, todas as espécies estao
presentes no ecossistema e possuem a mesma, concentracao de individuos x; = 1 Vi.

Na figura 4.4, apresentamos a distribuicdo acumulada C' como fun¢do das con-
centracoes x para p = 2 e u = 0.4, 0.7, 1.0 e 1.7. Podemos observar que para u = 0.4
apenas uma pequena parcela das espécies sobrevive (menos de 20%), enquanto que para
u = 1.7 quase todas as espécies estao presentes no ecossistema. Além disso, podemos

verificar claramente o efeito do aumento da pressao de cooperacao u sobre o ecossistema.

Figura 4.4: Distribui¢do acumulada C' como fungao da concentragdo x para p = 2 e u = 0.4,
0.7, 1.0 e 1.7.
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Na figura 4.5, apresentamos a distribuicdo acumulada C' como funcao das concen-
tragoes x parap = 3eu = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.8 e 1.5. Observamos, como na figura
anterior, que o numero de espécies sobreviventes aumenta com u. Uma caracteristica que
surge com as interacoes de ordem mais alta é que C(z) se mantém constante e igual a
C(0) até um determinado valor de z = z; = z4(7y), ou seja, hd um limite inferior para a
concentracao das espécies sobreviventes, o que impede a existéncia de espécies raras no
ecossistema. Como x; = 0 para qualquer valor finito de u quando p = 2, o valor nao-nulo
de z; é um efeito das interacoes de ordem alta. Como esperado, x; — oo para u = 0,
desde que C(z) = 1 para qualquer valor de z neste limite. Com o aumento de u, o valor

de z; diminui e para © — 0o encontramos

Figura 4.5: Distribuig¢do acumulada C' como func¢do da concentragio z para p = 3 e u = 0.1,
0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.8 e 1.5.
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Na figura 4.6, apresentamos x; como fun¢do de u para p = 3, 5, 7, 9, 11 e 13. Como
podemos visualizar, o valor de x; cresce com p e diminui com o aumento de u, ou seja,
quando consideramos interagoes de ordem mais alta a populagao torna-se mais estavel,
pois as espécies sobreviventes possuem uma concentracdo minima de individuos que se

torna maior com o incremento de p.

0.8

Figura 4.6: Limite inferior para a concentragao das espécies z; como fun¢ao de u para p = 3,
57,9, 11 e 13.

Na figura 4.7, apresentamos a fracao de espécies extintas como funcao de u para
p=2,3,5 7e9. Para valor fixo de u, a fracao de espécies extintas diminui com o
aumento de p. Para valores grandes de u encontramos

1 1

) exp(—pu?), (4.77)

C(0) ~ (arp

que demonstra que o crescimento na ordem das interagoes entre as espécies torna o sistema

mais cooperativo.
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Figura 4.7: Fracao de espécies extintas C'(0) em funcao de u parap=2,3,5, 7 e 9.

Concluindo este capitulo, enfatizamos que nossos resultados descrevem apenas as
propriedades de equilibrio da populagao. Algumas questoes interessantes, tais como se a
auséncia de espécies raras no equilibrio implica na estabilidade do ecossistema contra a
invasao de espécies raras, ou se o efeito de uma perturbacao diminuindo a concentracao
de uma unica espécie para um valor abaixo de z; conduz ao colapso de todo o ecossistema,

podem ser investigadas apenas através de um estudo da dinamica do ecossistema.



Capitulo 5

Conclusao

O estudo de algumas propriedades da funcao adaptacao ou relevo de energia é de grande
importancia para o entendimento da dindmica de sistemas replicadores. Kauffman [5]
propds uma familia de fungoes adaptagao que pode gerar tanto funcoes com apenas um
maximo como fungoes com varios maximos descorrelacionados. Esta familia de fungoes é
conhecida como modelo NK. Por outro lado, Derrida [16] prop6s uma familia de Hamilto-
nianos que possui caracteristicas semelhantes as do modelo NK, a saber, os vidros de spin
de Ising com interagoes de p-spins. Na primeira parte desta tese, realizamos um estudo
analitico das propriedades estatisticas do relevo de energia do modelo de vidros de spin
de Ising com interacoes de p-spins. Essa investigacao é de interesse tanto do ponto de
vista da mecanica estatistica de sistemas desordenados quanto da perspectiva do estudo
de caminhadas adaptativas em relevos de energia rugosos.

Nesse sentido, o nimero médio de minimos locais com energia €, denotado por
(N (e)), foi calculado para p geral e campo magnético h nulo [27, 28], onde a notagao (. ..)
indica uma média sobre os acoplamentos. Deve-se notar que este tipo de procedimento,
conhecido como aproximacao ‘annealed’, nao é correto. O certo seria calcular a média
da grandeza extensiva In N (€) pois esta é auto-mediante. De fato, Roberts [29] calculou
(InN(e)) para p =2 e h # 0 usando o método de réplicas. Uma grandeza relacionada a

b

correlagdo entre dois minimos locais com energias €* e €’ é o nimero de pares de minimos

106
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locais com sobreposi¢do ¢, denotado por M(e%, q), cujo valor médio foi calculado por
Gross e Mézard para p — oo [30]. No capitulo 2, efetuamos o calculo do nimero médio
de minimos locais para p geral e campo magnético nao nulo. Mostramos que a inclusao
de h nao leva, apenas, a diferencas quantitativas em relacao ao caso de campo nulo, mas,
também, a diferencas qualitativas com o aparecimento de descontinuidades na energia
tipica dos minimos locais. Estudamos também a sobreposi¢ao tipica ¢, entre pares de
minimos idénticos, ou seja, com mesma densidade de energia e. A dependéncia de g,
com € para pequenos valores de h nos lembra a dependéncia do parametro de ordem
termodinamico com a temperatura 7', ou seja, g,, vai a zero de maneira descontinua em
um dado valor de e. Devemos notar, entretanto, que nao ha relacao entre 7" e €, pois
In M (e) ndo é a entropia do sistema. Observamos que o tamanho da descontinuidade na
sobreposicao tipica ¢, aumenta com p e diminui com h, desaparecendo quando o campo
magnético atinge um valor critico h = h, [1]. Esse efeito do campo magnético sobre as
propriedades estatisticas dos minimos locais nos motivou a estudar a termodinamica do
modelo de p-spins para campo magnético nao nulo. Ainda no capitulo 2, investigamos
as corregoes ao alcance infinito para o caso em que h = 0. Os resultados nos mostram
que o nimero de estados meta-estaveis aumenta quando o efeito de conectividade finita é
considerado, e que esse aumento torna-se mais pronunciado a medida que p aumenta [2].

A termodinamica do modelo SK (p = 2) [19, 20] e do modelo de energias aleatérias
(p — o) [16, 17, 18] na presenca do campo magnético ja é bem entendida. O caso p > 2
¢ mais complicado e a termodinamica do modelo de p-spins foi investigada apenas para
h =0 [37, 38], ja que a adi¢gao do campo magnético dificulta consideravelmente a solugao
das equacoes de ponto de sela. No capitulo 3, utilizamos o método de réplicas para
estudar o caso em que o campo magnético é diferente de zero. Em particular, calculamos
a média do logaritmo do nimero de estados com densidade de energia €, ou seja, a

entropia. Investigamos a solucao com simetria de réplicas, assim como a regiao no espago
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de parametros (7, h,p) onde esta solucdo é estavel. Na seqiiéncia, efetuamos os calculos
para o primeiro passo de quebra de simetria de réplicas (1 QSR) e analisamos a transigao
entre os dois regimes. Observamos que existem dois tipos de transi¢ao entre esses dois
regimes: uma transicdo continua e outra descontinua. A adi¢do do campo magnético faz
com que o tamanho da descontinuidade do parametro de ordem entre os dois regimes
para p > 2 diminua até que esta desapareca para h > h;. Obtivemos analiticamente a
localizagao do ponto tricritico onde a transi¢ao entre os dois regimes torna-se descontinua
[3].

Um modelo de spins continuos que descreve a co-evolucao de espécies com in-
teragOes entre pares de espécies foi proposto por Diederich & Opper [40, 41, 47]. Nesse
modelo considera-se uma populacdo infinita (ecossistema) composta por N espécies dife-
rentes que interagem entre si através de interacoes aleatdrias Gaussianas. Um parametro
de auto-interacao u > 0 é introduzido no modelo para atuar como uma pressao de co-
operacao, limitando o crescimento das espécies. Embora pareca bastante natural no con-
texto de co-evolucao de espécies, a andlise de sistemas com interagoes de ordem mais alta
nao foi ainda considerada na literatura. Essas interagoes surgem quando a intensidade do
acoplamento entre um dado par de espécies depende da concentracao de outras espécies.
Mesmo que de forma implicita, esse tipo de interagao é freqlientemente invocado quando
se faz referéncia a complexidade e sutileza das relacoes entre diferentes espécies do ecossis-
tema [39]. Entretanto, na auséncia de modelos matemadticos para descrever esses sistemas,
pouco se conhece sobre os efeitos positivos ou negativos das interagoes de ordem alta so-
bre a estabilidade do ecossistema. No capitulo 4, generalizamos o modelo de Diederich
& Opper introduzindo interacdes de ordem mais alta entre as espécies do ecossistema.
Mostramos, através de uma analise de réplicas simétricas que com o aumento na ordem
das interagoes o regime altamente competitivo (caracterizado por uma divergéncia na

energia do estado fundamental ¢y para u pequeno) é praticamente eliminado. Analisando
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a estabilidade da solucao com simetria de réplicas verificamos que para p > 4 esta solucao
¢ instavel apenas para u = 0 e, portanto, nossos principais resultados nao sao afetados
pela instabilidade dessa solucao. Estudando a distribuicao de probabilidade das concen-
tragoes de individuos, verificamos que um efeito do aumento na ordem das interacdes é que
C(z), a distribui¢do acumulada, se mantém constante e igual a C(0) (fragdo de espécies
extintas) até um determinado valor de concentracao x = x;. Isso significa que existe um
limite inferior para a concentracao das espécies sobreviventes, o que impede a existéncia
de espécies raras no ecossistema. O aumento na ordem das interacoes também implica em
um decréscimo da fragdo de espécies extintas, tornando o sistema mais cooperativo [4].
Algumas questoes interessantes surgem a partir desses resultados. Por exemplo,
a auséncia de espécies raras no equilibrio implica na estabilidade do ecossistema com
relacao a invasao de espécies raras mutantes? O efeito de uma perturbacao decrescendo a
concentragao de uma espécie leva ao colapso de todo o ecossistema? Essas questoes serao

investigadas futuramente a partir de um estudo da dinamica desse ecossistema.



Bibliografia

[1] Oliveira V. M. e Fontanari J. F. J. Phys. A: Math. Gen., 30(24), 8445, 1997.

[2] Oliveira V. M. Fontanari J. F., Stadler P. F. J. Phys. A: Math. Gen., 32(50), 8793,
1999.

[3] Oliveira V. M. e Fontanari J. F. J. Phys. A: Math. Gen., 32(12), 2285, 1999.
[4] Oliveira V. M. e Fontanari J. F. submetido a publicac¢do, 2000.

[5] Kauffman S. A. The origins of Order. Oxford University Press, Oxford, 1993.

[6] Kauffman S. A. e Levin S. J. Theor. B., 128, 11, 1987.

[7] Wright S. Genetics, 16, 97, 1931.

[8] Wright S. Proceedings of Sixzth International Congress on Genetics, 1, 356, 1932.

[9] Hartl D. L. e Clark A. G. Principles of Population Genetics. Sinauer Associates
Publishers, Sunderland, Massachusetts, 1989.

[10] Kauffman S. A. Adaptation on rugged fitness landscapes. In lectures in the Sciences of
Complexity. Addison-Wesley, 1989.

[11] Kauffman S. A. Principles of adaptation in complex systems. In lectures in the Sciences
of Complexity. Addison-Wesley, 1989.

[12] Kauffman S. A. e Stein D. Application of the NK model of rugged landscapes to protein
evolution and protein folding. Abstract of meeting of the American Association for
the Advancement of Science on protein folding, 19809.

[13] Kauffman S. A. e Weinberger E. D. J. Theor. B., 141, 211, 1989.

[14] Crow J. F. e Kimura M. An Introduction to Population Genetics Theory. Harper &
Row Publishers, 1970.

[15] Amitrano C. Peliti L., Saber M. J. Mol. Evol., 29, 513, 1989.

110



BIBLIOGRAFIA 111

[16] Derrida B. Phys. Rev. B, 24, 2613, 198]1.

[17] Derrida B. Phys. Rep., 67(1), 29-35, 1980.

[18] Derrida B. Phys. Rev. Lett., 45(2), 79, 1980.

[19] Sherrington D. e Kirkpatrick S. Phys. Rev. Lett., 35, 1972, 1975.

[20] Sherrington D. e Kirkpatrick S. Phys. Rev. B, 17, 4384, 1978.

[21] Weinberger E. D. e Stadler P. F. J. Theor. Biol., 163, 255, 1993.

[22] Tanaka F. e Edwards S. F. J. Phys. F: Metal Phys., 10, 2769, 1980.

[23] Bray A. J. e Moore M. A. J. Phys. C: Solid St. Phys., 13, L469-76, 1980.
[24] Bray A. J. e Moore M. A. J. Phys. C: Solid St. Phys., 14, 1313, 1981.
[25] De Dominics C. Gabay M. Garel T., Orland H. J. Phys., 41, 923-930, 1980.
[26] Dean D. S. J. Phys. A: Math. Gen., 27, 1.899-1.905, 1994.

[27] Rieger H. Phys. Rev. B, 46, 14655, 1992.

[28] Stadler P. F. e Krakhofer B. Rev. Mez. Fis., 42, 355, 1996.

[29] Roberts S. A. J. Phys. C: Solid State Phys., 14, 3015, 1981.

[30] Gross D. J. e Mézard M. Nuc. Phys. B, 240, 431, 1984.

[31] Nemoto K. J. Phys. A, 21, L287, 1988.

[32] Vertechi D. e Virasoro M. A. J. Phys. (France), 50, 2325, 1989.

[33] Parisi G. e Virasoro M. A. Mezard M. Spin Glass Theory and Beyond. Singapore:
World Scientific, 1987.

[34] Binder K. e Young A. P. Rev. Mod. Phys., 58, 801, 1986.
[35] Sherrington D. cond-mat, 9806289, 1998.

[36] Fischer K. H. e Hertz J. A. Spin Glasses. Cambridge University Press, Cambridge,
1991.

[37] Gardner E. Nuc. Phys. B, 257, 747, 1985.

[38] Stariolo D. A. Physica A, 166, 622, 1990.



BIBLIOGRAFIA 112

[39] Lovelock J. E. Gaia, A New Look at Life on Earth. Oxford University Press, Oxford,
1979.

[40] Diederich S. e Opper M. Phys. Rev. A, 39, 4333, 1989.
[41] Opper M. e Diederich S. Comp. Phys. Comm., 121, 141, 1999.

[42] Feller W. An Introduction to Probability Theory and Its Applications. John Wiley &
Sons, New York, 1966.

[43] Parisi G. J. Phys. A: Math. Gen., 13, 1101, 1980.
[44] Parisi G. J. Phys. A: Math. Gen., 13, 1887, 1980.
[45] Crisanti A. e Sommers H. J. Z. Phys. B, 87, 341, 1992.

[46] Hofbauer J. e Sigmund K. The Theory of Evolution and Dynamical Systems. Cambridge
University Press, Cambridge, 1988.

[47] Biscari P. e Parisi G. J. Phys. A: Math. Gen., 28, 4697, 1995.



