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Mathematischen Modellierung hat Vor- und Nachteile:

1. Ein durch korrekte Beweisführung erhaltenes Resultat 
ist gültig und bedarf keiner weiteren Absicherung 
(etwa durch Wiederholung der Messung oder durch 
Verfeinerung der Methode).

2. Die Ergebnisse sind nur im Rahmen der Korrektheit 
der Modellannahmen und Interpretationen gültig 
(schwarz=korrekt, rot=falsch, braun=kann korrekt 
sein).

Analyse  Vorhersage  Interpretation Erklärung
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Suggestion

Irreführung

Mathematischen Modellierung hat Vor- und Nachteile:

1. Ein durch korrekte Beweisführung erhaltenes Resultat 
ist gültig und bedarf keiner weiteren Absicherung 
(etwa durch Wiederholung der Messung oder durch 
Verfeinerung der Methode).

2. Die Ergebnisse sind nur im Rahmen der Korrektheit 
der Modellannahmen und Interpretationen gültig 
(schwarz=korrekt, rot=falsch, braun=kann korrekt 
sein).



Computersimulation ist die Fortsetzung der

mathematischen Modellierung mit anderen Mitteln.
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"La Filosophia è scritta in questo grandissimo libro, 
que continuamente ci stà aperto innanzi à gli occhi
(io dico l’universo) ma non si può intendere se 
prima non s’impara à intender la lingua, e conoscer
i caratteri, nei quali è scritto. Egli è scritto in lingua
matematica, e i caratteri son triangoli, cerchi, e altre
figure geometriche ...", 

"Die Wissenschaft [Filosophia] ist in dem 
großartigen Buch geschrieben, das ständig vor 
unseren Augen geöffnet ist (ich nenne es das 
Universum), aber man kann es nicht verstehen, 
wenn man nicht vorher seine Sprache erlernt, seine 
Zeichen, in denen es geschrieben ist. Es ist in der 
Sprache der Mathematik geschrieben, und die 
Zeichen sind Dreiecke, Kreise und anderen 
geometrischen Figuren …. „

Galileo Galilei. 1632. Il Saggiatore. 
Edition Nationale, Bd.6, Florenz 1896, p.232.

Galileo Galilei, 1564 - 1642



"La Filosophia è scritta in questo grandissimo libro, 
que continuamente ci stà aperto innanzi à gli occhi
(io dico l’vniuerso) ma non si può intendere se 
prima non s’impara à intender la lingua, e conoscer
i caratteri, nei quali è scritto. Egli è scritto in lingua
matematica, e i caratteri son triangoli, cerchi. &
altre figure Geometriche ...", 

"Die Wissenschaft [Filosophia] ist in dem 
großartigen Buch geschrieben, das ständig vor 
unseren Augen geöffnet ist (ich nenne es das 
Universum), aber man kann es nicht verstehen, 
wenn man nicht vorher seine Sprache erlernt, seine 
Zeichen, in denen es geschrieben ist. Es ist in der 
Sprache der Mathematik geschrieben, und die 
Zeichen sind Dreiecke, Kreise und anderen 
geometrischen Figuren …. „

Galileo Galilei. 1632. Il Saggiatore. 
Edition Nationale, Bd.6, Florenz 1896, p.232.
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Isaac Newton, 1643 - 1727

Isaac Newton. 1686. Principia mathematica.
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Leonardo da Pisa
„Fibonacci“ – Filius Bonacci

~1180 – ~1240 

Die Fibonacci Reihe



Bodo Werner, Universität Hamburg, 2006

Generation      1         2        3        4         5        6

# Paare 1         1        2        3         5        8

Die Fibonacci Reihe



Johannes Kepler (1571-1630)
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Die Fibonacci Reihe



Raum erfüllende Quadrate

Die Fibonacci Spiralen



Gregor Mendel (1882-1884)

Gregor Mendels Merkmale an Erbsen:

1. Blütenfarbe purpurrot oder weiß,
2. Blüten am Stamm oder endständig,
3. Stamm kurz oder lang,
4. Samen rund oder runzelig,
5. Samenfarbe gelb oder grün,
6. Schoten voll oder eingeschnürt,
7. Schotenfarbe gelb oder grün.

Gregor Mendels Experimente zur Genetik der Pflanzen
Versuche über Pflanzen-Hybriden. Verhandlungen des naturforschenden Vereines in Brünn 4: 3–47, 1866.
Über einige aus künstlicher Befruchtung gewonnenen Hieracium-Bastarde. Verhandlungen des naturforschenden 
Vereines in Brünn 8: 26–31, 1870.



Gregor Mendels Experimente zur Genetik der Pflanzen



Gregor Mendel zog aus seinen Experimenten drei richtige Schlüsse:

1. Die Vererbung jedes Merkmals wird durch „Elemente“ oder „Faktoren“ 
bestimmt, welche unverändert an die Nachkommen weitergegeben werden 
(Diese Faktoren nennen wir heute Gene).

2. Ein Nachkomme erbt je ein solches Element von jedem Elternteil für jedes 
Merkmal.

3. Ein Merkmal kann bei einem Individuum unsichtbar sein, aber dessen 
ungeachtet an die nächste Generation weitergegeben werden (Wir 
bezeichnen das heute als ein rezessives Merkmal). 

Gregor Mendels Experimente zur Genetik der Pflanzen



Gregor Mendels Experimente 
zur Genetik der Pflanzen



Molekulare Erklärung von Mendels Exprimenten – Rekombination



Alfred J. Lotka, 1880 - 1949
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A.J. Lotka. 1925. Elements of physical biology. 
Williams & Wilkins, Baltimore, MD.

V. Volterra. 1926. Variazioni e fluttuazioni del 
numero d‘individui in specie animali conviventi. 
Mem.R.Accad.Naz. dei Lincei. Ser.VI/2, 31-113.

Vito Volterra, 1860 - 1940
Räuber-Beute Beziehungen nach Lotka und Volterra



Ronald Fisher (1890-1962)

Allele: A1, A2, ..... , An

Häufigkeiten:   xi = [Ai] ;  Genotypen:  Ai·Aj

Fitnesswerte:  aij = f (Ai·Aj), aij = aji

Mendel
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Ronald Fishers Selektionsgleichung: The genetical theory of natural selection. 
Oxford, UK, Clarendon Press, 1930.
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Gordon Moore, 1929 -

Steigerung des Leistungsfähigkeit der Computer



Computational Chemistry: 1960 – heute
1. Näherungsverfahren zur Berechnung der Elektronenstrukturen von 

Molekülen

2. Ab initio-Berechnung von Elektronenstrukturen (Hartree-Fock und CI)

3. Dichtefunktionaltheorie

4. Berechnung der molekularen Strukturen und anderer Moleküleigenschaften

John A. Pople, 1925 - 2004 Walter Kohn, 1923 -

Nobelpreis für Chemie
1998



Computational Structural Biology: 1970 – heute

1. Vorhersage der Sekundärstrukturen von Proteinen

2. Vorhersage der Sekundärstrukturen von einsträngigen RNA-Molekülen 

3. Berechnung von Protein 3D-Strukturen 

4. Modellierung von RNA 3D-Strukturen

5. Homologie-Modellierung von Proteinstrukturen

6. Molekulardynamik von Proteinen und Nukleinsäuren

7. Ab initio Proteinstrukturrechnungen

8. Quantenchemische Rechnungen an Modellverbindungen
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tim
e

Charles Darwin, The Origin of Species, 6th edition. 
Everyman‘s Library, Vol.811, Dent London, pp.121-122.



Modern phylogenetic tree: Lynn Margulis, Karlene V. Schwartz. Five Kingdoms. An 
Illustrated Guide to the Phyla of Life on Earth. W.H. Freeman, San Francisco, 1982.



Motoo Kimura, 1924 - 1994

The molecular clock of evolution

Motoo Kimura. Evolutionary rate at the 
molecular level. Nature 217: 624-626, 
1955.

The Neutral Theory of Molecular 
Evolution. Cambridge University Press. 
Cambridge, UK, 1983.



James D. Watson, 1928-, and Francis H.C. Crick, 1916-2004

Nobel prize 1962

1953 – 2003  fifty years double helix

The three-dimensional structure of a 
short double helical stack of B-DNA



‚Replikationsgabel‘ bei der DNA-Verdoppelung

Der Mechanismus der DNA-Replication ist ‚semi-konservativ ‘



Point mutation



Rekonstruktion phylogenetischer Bäume durch den Vergleich von Sequenzdaten



Frederick Sanger, 1918 - Walter Gilbert, 1932 -

Nobelpreis für Chemie
1980

Neue DNA Sequenzierungstechniken: Sanger, 1977 (enzymatische Synthese) und  
Maxam & Gilbert, 1977 (chemischer Abbau)



Die atemberaubende 
Zunahme der Leistung der 
DNA-Sequenzierung nach 
der Einführung der neuen 
Techniken



Horizontal gene transfer
B.F. Smets, T. Barkay. 2005. Horizontal gene transfer: Perspectives at a crossroads of scientific disciplines. 
Nature Reviews Microbiology 3:675-678.



Horizontal gene transfer
J.P. Gogarten, J.P. Townsend. 2005. Horizontal gene transfer, genome innovation, and evolution. 
Nature Reviews Microbiology 3:679-687.



Skizze des zellulären Stoffwechsels



Skizze eines genetischen und metabolischen Netzwerks



Vollständige mathematische 
Analyse von kleinen genetischen 
Netzwerken
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1 Biochemical Pathways 
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Das Reaktionsnetzwerk des zellulären Metabolismus (Boehringer-Mannheim).



Der Zitronensäure 
oder Krebs Zyklus 
(vergrößert vom 
vorigen Bild).
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Simulation von Evolutionsprozessen

Flowreactor chemische Kinetik, 1987 Fontana, W., Schuster, P.
Gillespie algorithm

Tierra CPU-core simulation, 1991 Ray, T.
shared memory space,
comes from Core-Wars

Avida CPU-core simulation, 1993 Ofria, C., Adami, C., Wilke, C.O.
modified Tierra
protected memory space

Evolve high-level language, 1996 Stauffer, K.
comes from Game-of-Life
(Conway) and Core-Wars

Framesticks 3D-world simulation 1996 Komosinski, M., Ulatowski, s.

Darwinbots simulation on plane, 2003 Comis, C.
no grid, stems from
C-robots

breve multi-purpose 2006 Klein, J. 
simulator, stems 
from Game-of-Life (Conway)

und kooperative Spiele (Maynard-Smith, Sigmund, Nowak) und vieles andere mehr.



Core-Wars oder Tierra

Avida

Momentaufnahmen von Simulationen der Evolutionsvorgänge im CPU-Core



Evolve

Darwinbots

Momentaufnahmen von Simulationen 
der Evolutionsvorgänge



A.N. Pargellis. 1996. The spontaneous 
generation of digital „life“. 
Physica D 91:86-96. 

Phylogenie digitaler Organismen



Computersimulation einer Bakterienkultur mit „Digital Organisms“ (Avida).

B. O‘Neill. 2003. Digital Evolution. PLoS Biology 1:11-14, e18.
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1977
1988

1971

Chemische Kinetik der molekularen Evolution
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Chemische Kinetik von Replikation und Mutation als Parallelreaktionen



Chemische Kinetik von Replikation und Mutation als Differentialgleichungen
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Chemische Kinetik von Replikation und Mutation als Differentialgleichungen



Error rate  p = 1-q
0.00 0.05 0.10

Quasispecies Uniform distribution

Die stationäre Population oder Quasispezies als Funktion der Mutationsrate p



p = 0

Bildung einer Quasispezies 
im Sequenzraum



p = 0.25 pcr

Bildung einer Quasispezies 
im Sequenzraum



p = 0.50 pcr

Bildung einer Quasispezies 
im Sequenzraum



p = 0.75 pcr

Bildung einer Quasispezies 
im Sequenzraum



Gleichverteilung im 
Sequenzraum

p pcr



Quasispecies

Driving virus populations through threshold

Fehlerschwellen oder Mutationsgrenzen bei der Replikation





Molekulare Evolution von Viren



Evolution im Reagenzglas

G.F. Joyce, Angew.Chem.Int.Ed.
46 (2007), 6420-6436



Sequenz Struktur

„ komplex “
Vortrag Lengauer

W =        G F

0   ,  0  größter Eigenwert und Eigenvektor

Diagonalisierung der Matrix  W
„ kompliziert aber nicht komplex “

FitnesslandschaftMutationsmatrix

„ komplex “( komplex )

Mutation Selektion

Komplexität der molekularen Evolution in der Modellierung mit Differentialgleichungen



many genotypes          one phenotype

Die Beziehung zwischen Sequenzen und Strukturen als ein Abbildung vom 
Raum der Sequenzen in den Raum der Strukturen



Evolution von RNA-Molekülen als Markovprozess: Modellierung mit Mastergleichungen
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Evolution von RNA-Molekülen als Markovprozess: Modellierung mit Mastergleichungen



Computersimulation der RNA-Evolution im Flussreaktor

Walter Fontana and Peter Schuster, Biophysical Chemistry 26:123-147, 1987 und Walter Fontana, Wolfgang Schnabl, 
and Peter Schuster, Phys.Rev.A 40:3301-3321, 1989





Walter Fontana, Wolfgang Schnabl, and
Peter Schuster, Phys.Rev.A 40:3301-3321, 1989

Optimizierung der Differenz von
Replikations- und Abbaurate:

( fi – di ) xi



Evolution in silico

W. Fontana, P. Schuster, 
Science 280 (1998), 1451-1455



Replikationsparameter:

fk = / [ + dS
(k)]

dS
(k) = dH(Sk,S )

Selektionsbedingung:

Die Populationsgröße, N = # RNA-
Moleküle, wird durch den Fluss 

kontrolliert:

Mutationsrate:

p = 0.001 / Nukleotid Replikation 

NNtN ±≈)(

Der Flussreaktor zum Studium 
von Evolution in vitro and in 

silico



Phenylalanyl-tRNA 
als Zielstruktur

Struktur einer 
zufällig gewählten 
Anfangssequenz



Die stochastische Replikation im Flussreaktor hat eine positive Aussterbewahrscheinlichkeit.
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Die Wahrscheinlichkeit, dass eine einzelne Trajektorie das Ziel erreicht 



In silico Strukturoptimierung im Flussreaktor: eine Trajektorie des Evolutionsprozesses



Zufällig gewählte 
Anfangsstruktur

Phenylalanyl-tRNA 
als Zielstruktur



Statistik der RNA-Strukturoptimierung: P. Schuster, Rep.Prog.Phys. 69:1419-1477, 2006



28 neutrale Punktmutationen
während einer langen quasi-
stationären Epoche

Übergänge induzierende Punktmutationen 
ändern die molekulare Struktur

Neutrale Punktmutationen lassen die 
molekulare Struktur unverändert

Neutrale Evolution von Sequenzen bei konstanter Struktur 



Eine quasistationäre Epoche mit wechselnden Strukturen



Ein ‚Irrflug‘ im Raum gleichwertiger Strukturen



Trajektorie eines 
Evolutionsprozesses

Ausbreitung der Population 
auf neutralen Netzwerken

Drift des Populations-
schwerpunktes im 
Sequenzraum



Ausbreitung und Evolution einer Population auf einem neutralen Netzwerk:  t = 150



Ausbreitung und Evolution einer Population auf einem neutralen Netzwerk:  t = 170



Ausbreitung und Evolution einer Population auf einem neutralen Netzwerk:  t = 200



Ausbreitung und Evolution einer Population auf einem neutralen Netzwerk:  t = 350



Ausbreitung und Evolution einer Population auf einem neutralen Netzwerk:  t = 500



Ausbreitung und Evolution einer Population auf einem neutralen Netzwerk:  t = 650



Ausbreitung und Evolution einer Population auf einem neutralen Netzwerk:  t = 820



Ausbreitung und Evolution einer Population auf einem neutralen Netzwerk:  t = 825



Ausbreitung und Evolution einer Population auf einem neutralen Netzwerk:  t = 830



Ausbreitung und Evolution einer Population auf einem neutralen Netzwerk:  t = 835



Ausbreitung und Evolution einer Population auf einem neutralen Netzwerk:  t = 840



Ausbreitung und Evolution einer Population auf einem neutralen Netzwerk:  t = 845



Ausbreitung und Evolution einer Population auf einem neutralen Netzwerk:  t = 850



Ausbreitung und Evolution einer Population auf einem neutralen Netzwerk:  t = 855



Skizze der Optimierung auf neutralen Netzwerken



Ein Beispiel künstlicher Selektion mit
RNA-Molekülen oder das ‘Züchten’ 
von Biomolekülen



Tobramycin

RNA-Aptamer, n = 27

Ausbildung der Sekundärstruktur des an Tobramycin bindenden RNA-Aptameren mit einer 
Dissoziationskonstanten von  KD = 9 nM

L. Jiang, A. K. Suri, R. Fiala, D. J. Patel, Saccharide-RNA recognition in an aminoglycoside antibiotic-
RNA aptamer complex. Chemistry & Biology 4:35-50 (1997)



Die räumliche Struktur des Tobramycin-
Aptamer-Komplexes

L. Jiang, A. K. Suri, R. Fiala, D. J. Patel, 
Chemistry & Biology 4:35-50 (1997)



RNA 9:1456-1463, 2003

Evidenz für neutrale Netzwerke und ‚Shape space covering‘



Evidenz für neutrale Netzwerke 
und Überschneidung von 
Aptamerfunktionen



Anwendung der molekularen Evolution auf Probleme in der Biotechnologie
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Komplexität in der molekularen Welt

(i) Suboptimale Konformationen und metastabile Zustände

(ii) Genomverdopplungen und Genverlust

(iii) Alternative Prozessierung der transkribierten RNA

(iv) Räumliche Strukturen in der Zelle

(v) Regulation durch RNA-Moleküle

......  und vieles andere mehr.



Erweiterung des molekularen Strukturbegriffes
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Erweiterung des molekularen Strukturbegriffes



Der Thiamin-Pyrophosphat RNA-Schalter

S. Thore, M. Leibundgut, N. Ban. 
Science 312:1208-1211, 2006.



Manolis Kellis, Bruce W. Birren, and Eric S. Lander. Proof and evolutionary analysis of ancient genome 
duplication in the yeast Saccharomyces cerevisiae. Nature 428: 617-624, 2004

Ein Model für eine Genomverdopplung in Hefe vor 100 Millionen Jahren
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Manolis Kellis, Bruce W. Birren, and Eric S. Lander. Proof and evolutionary analysis of ancient genome 
duplication in the yeast Saccharomyces cerevisiae. Nature 428: 617-624, 2004

Ein Model für eine Genomverdopplung in Hefe vor 100 Millionen Jahren



Die Schwierigkeit eine
Definition für das ‚Gen‘ 
zu geben.

Helen Pearson,
Nature 441: 399-401, 2006



Die Bakterienzelle als ein Beispiel für 
die einfachste Form autonomen 
Lebens. 

Escherichia coli genome:

4 Millionen Nukleotide

4460 Gene

Die Struktur des Bakteriums Escherichia coli



E. coli: Genomlänge 4×106 nucleotides
Zahl der Zelltypen   1
Zahl der Gene 4 460

Vier Bücher zu je 300 Seiten

Man: Genomlänge 3×109 nucleotides

Zahl der Zelltypen   200

Zahl der Gene 30 000

Eine Bibliothek mit 3000 
Bänden zu je 300 Seiten

Zunahme der Komplexität in der Evolution



ENCODE steht für:

ENCyclopedia Of DNA Elements. 

ENCODE Projekt Konsortium. 
Identifizierung und Analyse der 
funktionellen Elemente in 1% des 
menschlichen Genoms im Rahmen 
des ENCODE Pilotprojektes. 

Nature 447:799-816, 2007
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Danke für die Aufmerksamkeit !



Web-Page für weitere Informationen

http://www.tbi.univie.ac.at/~pks
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